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XIII. Kapitel.

Divergente Reihen.

§ 59. Allgemeine Bemerkungen iiber divergente Zahlenfolgen
und die Verfahren zu ihrer Limitierung.

Die Auffassung von dem Wesen unendlicher Zahlenfolgen, wie
wir sie in allem Vorangehenden, so vor allem in §§8—11, dargelegt
haben, ist vergleichsweise neuen Datums; denn ein strenger und ein-
wandfreier Aufbau der Theorie war erst méglich, nachdem der Begriff
der reellen Zahl gekldrt war. Aber selbst wenn man es gelten 148t, daB
dieser Begriff und mit ihm irgendein allgemeines Konvergenzkriterium
fiir Zahlenfolgen, etwa unser 2. Hauptkriterium, als von fast axiomati-
scher Natur ohne Beweis einfach anerkannt wird, so ist immer noch
die Konvergenztheorie der unendlichen Zahlenfolgen, insbesondere der
unendlichen Reihen, viel jiingeren Datums als ihr ausgiebiger Gebrauch
und als die Entdeckung ihrer schénsten Resultate etwa durch EULER
und seine Zeitgenossen, oder gar schon durch LEiBN1Z, NEWTON und
deren Zeitgenossen. Diesen boten sich die unendlichen Reihen in der
natiirlichsten Weise als Rechnungsergebnisse dar, dringten sich ihnen
sozusagen auf, wie z. B. die geometrische Reihe 1 4 x + 22 .- -
als nicht abbrechendes Divisionsergebnis von 1: (1 — x), die TAYLOR-
sche Reihe und mit ihr fast alle Reihen des VI. Kapitels durch das
Prinzip der Koeffizientenvergleichung oder aus geometrischen Erwi-
gungen heraus. In dhnlicher Weise stellten sich auch die unendlichen
Produkte, Kettenbriiche und alle sonstigen Niherungsverfahren ein.
Es wurde also nicht, wie wir es in unserer Darstellung getan haben,
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das Symbol der umendlichen Zahlenfolgen geschaffen und nun mit
ihm gearbeitet, sondern diesec waren da, und es galt sich mit ihnen
auseinanderzusetzen.

Daher lagen Konvergenzfragen im heutigen Sinn diesen Mathe-
matikern zunichst noch ganz fern!. Und so ist es nicht zu verwundern,
daB z. B. EULER die geometrische Reihe

1+x+x2+...=l~;

auch fir x = —1 oder x = —2 noch gelten 1iBt und also unbe-
denklich?

I—I4+I—I+4—-: =3}
oder

I—2+22—284 —. .. =1
setzt, und entsprechend etwa aus (I : x)z =I+4+2x+3x34+ - die
Gleichung

I—2+3—4+ —--- =3

herleitet und vieles andere mehr. Freilich hielt die meisten Mathe-
matiker jener Zeiten eine instinktive Scheu von solchen Ergebnissen
ab und lieB sie nur solche Resultate anerkennen, die auch in unserm
heutigen Sinn richtig sind®. Aber eine klare Einsicht in die Griinde,
warum das eine Ergebnis anerkannt wurde, das andere nicht, fehlte
ihnen damals noch.

Es ist hier nicht der Raum, auf die sehr lehrreichen Auseinander-
sctzungen zwischen den Mathematikern des 17. und 18. Jahrhunderts
iiber diesen Punkt einzugehent. Wir miissen uns damit begniigen,
etwa beziiglich der unendlichen Reihen festzustellen, daB EULER sie
stets dann gelten lieB, wenn sie sich auf natiirliche Weise durch Ent-
wicklung eines analytischen Ausdrucks einstellten, der seinerseits
einen bestimmten Wert besaB5. Dieser letztere wurde dann in jedem
Falle als Summe der Reihe angesehen.

1 Vgl. die Bemerkungen am Anfang des § 41.

2 Diese Gleichung tritt schon bei Jakx. BErnourLt (Posit. arithm., 3. Teil,
Basel 1696) auf und wird von ihm als ,,paradoxon non inelegans bezeichnet.
Naheres iiber die heftige Fehde, die sich hieran anschlo8, findet man in dem
unter 69, 8 genannten Buche von R. REIFF.

3 So sagt D’ALEMBERT (Opusc. Mathem. t. 5, 1768, 35. Mémoire, p. 183):
,,Pour moi, j’avoue que tous les raisonnements et les calculs fondés sur des séries
qui ne sont pas convergentes ou qu’on peut supposer ne pas 1’8tre, me paraftront
toujours trés suspects’'.

4 Naheres in R. REIFF: a.a. O.

® In eincm Briefe an GoLpBacH (7. VIIL. 1745) sagt er geradezu: ,,... so
habe ich diese neue Definition von der Summe einer jeglichen seriei gegeben:
Summa cujusque seriei est valor expressionis illius finitae, ex cujus evolutione
illa series oritur.”
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Es ist klar, dal3 diese Ubereinkunft keine strenge Grundlage hat.
Wenn z. B. die Reihet — 1 4+ 1 — 1 4+ —- - . auch in der einfachsten
Weise aus der Division von 1: (1 — x) fiir x = — 1 entsteht (s. 0.)
und also =§- zu setzen wire, so ist doch nicht einzusehen, warum
nicht dieselbe Reihe auch aus ganz andern analytischen Ausdriicken
sollte entstchen konnen und auf Grund solcher anderweitigen Ent-
stehung nun auch einen andern Wert erhalten miiite. In der Tat
entsteht die obige Reihe auch aus der Funktion f(x), die fiir x > o
durch die DiricHLETsche Reihe

S (=1 r

n=1 n 2¥ 3* 4
dargestellt wird, fiir x = o, oder aus

— 22
}’j&;’:'ﬁz;—__z? =1 — x4 x% — a6 a6 — 8 L ...
fir x = 1. Auf Grund der letzteren Entstehung miifter — 14 - - . =
gesetzt werden, und bei der andern ist nicht ohne weiteres zu sehen,
was f(o) fiir einen Wert haben mag. Er kinnte jedenfalls von + }
verschieden sein.

Das EurLeRsche Prinzip ist also jedenfalls unsicher, und nur der
ungewdohnliche Instinkt EULERs fiir das mathematisch Richtige hat ihn
trotz der ausgiebigen Benutzung solcher divergenten Reihen im all-
gemeinen davor bewahrt, falsche Ergebnisse zu zeitigen!. Erst CAucHY
und ABEL klirten den Konvergenzbegriff und verwarfen alle nicht
konvergenten Reihen; CAUCHY in seiner Analyse algébrigue (1821),
ABEL in seiner Arbeit iiber die Binomialreihe (1826), die sich schon
ausdriicklich auf das CaucHysche Werk stiitzt. Beide haben sich erst
zogernd zu diesem entscheidenden Schritte entschlossen?, doch er-
schien er schlieBlich beiden unvermeidlich, um ihre Schliisse zu liicken-
los scharfen zu machen.

Wir sind heute in der Lage, das Problem sozusagen von oben her
zu iibersehen; und da werden die Dinge sofort klar, wenn wir uns
erinnern, daB das Symbol einer unendlichen Zahlenfolge — in welcher
Form sie uns gegeben sein mag, als Folge, Reihe, Produkt oder anders
— von sich aus keinerlei Bedeutung hat noch haben kann, sondern

wieo

1 Vgl. dagegen S. 134, FuBnote 1.

2 Beziiglich Caucny vgl. man hierzu das Vorwort zur Analyse algébrique,
wo es u.a. heiBt: Je me suis vu forcé d’admettre plusieurs propositions qui
paraitront peut-&tre un peu dures, par exemple qu'une série divergente n’a pas de
somme. Und beziiglich ABEL seinen Brief an HoLMBOE (16. I. 1826), in dem es
heiBt: Les séries divergentes sont, en général, quelque chose de bien fatal, et
c’est unc honte qu’on ose y fonder aucune démonstration. — DaB schon viel
friher J. D’ALEMBERT 1768 sich in dhnlichem Sinne geiuBert hat, wurde schon
oben erwihnt (s. S. 474, FuBnote 3).
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daB ihm eine solche erst von uns durch freie Ubereinkunft gegeben
wurde. Und diese Verabredung bestand erstlich darin, daB wir nur
konvergente Zahlenfolgen zulieBen, d. h. nur solche, deren Glieder
in einem ganz prizis definierten Sinne sich einer eindeutig bestimmten
Zahl anniherten, und zwestens darin, daB wir diese Zahl der unend-
lichen Folge als ihren Wert zuordneten oder die Folge geradezu nur
als ein anderes Zeichen (vgl. 41, 1) fiir diese Zahl ansahen. So nahe-
liegend und naturgemidB nun diese Festsetzung auch ist und so eng
sie sich auch an die Entstehung der unendlichen Zahlenfolgen (etwa
als schrittweise Anndherung an ein Ergebnis, das nicht mit einem
Schlage erhalten werden kann) anschlieBen mag, so ist eine solche
Festsetzung doch unter allen Umstinden als eine willkiirliche zu be-
zeichnen, und sie kénnte auch durch ganz andere ersetzt werden.
Nur die ZweckmiBigkeit und der Erfolg ist hier entscheidend, ob
die eine oder die andere Festsetzung vorzuziehen ist; in der Natur
der Sache selbst, d. h. in dem Symbol (s,) einer unendlichen Zahlen-
folge?, liegt kein bindender Anhalt dafiir vor.

Daher ist die Frage sehr wohl berechtigt, ob die (wenigstens stellen-
weis) betrichtliche Kompliziertheit unserer Theorie nicht etwa darauf
zuriickzufiihren ist, daB unsere — wenn auch scheinbar noch so nahe-
liegende — Deutung des Symbols (s,) als Limes der als konvergent an-
genommenen Folge doch eine ungtinstige ist. Denn in der mannig-
fachsten Weise konnte man andere Festsetzungen treffen, unter denen
dann — vielleicht wenigstens — sich noch zweckmiBigere finden. So
aufgefaBt ist das allgemeine Problem, das sich hier bietet, das folgende:
In irgendeiner Weise — durch ummiltelbare Angabe threr Glieder, als
Reshe, Produkt oder somstwie — ist uns cine bestimmte Zahlenfolge (s,)
vorgelegt. Ist es moglich, thr in verniimftiger Weise einen ,,Wert" s zuzu-
ordnen?

.In verniinftiger Weise'* konnte hier einmal heiBen, daB die Zahl s
auf einem Wege gewonnen wird, der in naher Beziehung zu dem bis-
herigen Konvergenzbegriff, also zur Bildung von lims, = s, steht, der sich
in allem Vorangehenden so hervorragend bewihrt hat, daB wir uns
nicht ohne zwingenden Grund erheblich von ihm entfernen werden.

In verniinftiger Weise'* konnte andrerseits auch dahin ausgelegt
werden, daB der Folge (s,) ein Wert s solcherart zugeordnet werden soll,
dap, wo immer diese Folge als Endergebnis einer Rechnung auftreten sollte,
diesem Endcrgebnis stets oder wenigstens tm allgemeinen der Wert s zu
geben ist.

1 Unter (s,) mag man sich eine irgendwie gegebene Zahlenfolge, insbeson-
dere also die Teilsummen einer unendlichen Reihe Y a, oder die Teilprodukte
eines unendlichen Produktes vorstellen. Wir benutzen den an,,Summe** erinnernden
Buchstaben s, weil die unendlichen Reihen bei weitem das wichtigste Mittel sind,
durch das Zahlenfolgen definiert werden.
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Wir erldutern diese allgemeinen Andeutungen zunichst an einem 262.
Beispiel. Die Reihe
D)t =1—14+1—1+4 — ..,
also die geometrische Reihe 3} x" fiir x = —1 oder die Folge
(s,) =1, 0, 1,0, 1,0,...

wurde bisher als divergent verworfen, weil ihre Glieder s, sich keinem
bestimmten Zahlenwerte anniherten. Sie pendeln vielmehr zwischen
1 und o unaufhérlich hin und her. Gerade dies legt aber den Gedanken
nahe, die arithmetischen Mittel

,‘
2

+IT
-

zu bilden. Und da s, = 5(1 + (—1)") ist, so findet man, daB

g ED A (S0 1 (e
n - 2(n+ 1) T2 4 (n+ 1)

ist und daB also s,, sich (im bisherigen Sinne) dem Werte , nihert:

..
lims;, = 3.

Wir haben also durch diese sehr naheliegende Mittelbildung in
einer ganz exakten Weise der paradoxen EuLERschen Gleichung
1 -14+1—+4---= % einen Sinn unterlegen, der links stehenden
Reihe den ,,Wert* lz zuordnen oder diesen aus der Reihe herausholen
konnen. Ob nun, wo immer diese Reihe ¥ (— 1)" als Endergebnis einer
Rechnung auftreten sollte, diesem Endergebnis der Wert } zu geben ist,

kann natiirlich nicht ohne weiteres entschieden werden. Bei der Entwick-
n-1
lung I—}x— = Yxm fiir x = —1ist es gewiB der Fall; bei 2(-%
fur x = o ist es, wie man ziemlich leicht zeigen kann (vgl. Aufgabe 200).
ebenfalls richtig, — und so lieBen sich noch viele Belege dafiir an-
fithren, daB die Zuordnung des auf die beschriebene Weise erhaltenen
Wertes 3 zur Folge 1, 0, I, 0, I, ... eine ,,verniinftige* ist1.
Man koénnte daher versuchsweise definieren: Dann und nur dann
wenn die Folge der Zahlen
, Sot S1+ 45
Sn = n+1

im bisherigen Sinne einem Grenzwert s zustrebt, soll die Folge (s,)
bzw. die Reihe 3 a, ,konvergent‘ mit der ,,Summe‘‘ s heiBen.

! Auch aus der Reihe (s. 0.) fiir ; 1aBt sich hiernach bei ¥ = 1 der

I4x
I :}- x4 x
Wert # herausholen. Man hat dazu nur zu beachten, daB die Reihe, ctwas sorg-
faltiger geschrieben, 1 4+ o0-x — x2 4 x® 4 0-24 — x5 | 4 —-.. und fiir ¥ = 1
also 1 +0—1414+0—1+ 4+ —--- lautet.
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Ihre ZweckmiBigkeit hitte diese neue Definition schon an der
Reihe J'(—1)" erwiesen, die nun eine ,,im neuen Sinne‘‘ konvergente
Reihe mit der Summe § wire, — was uns durchaus sinnvoll erscheint.
Noch zwei weitere Bemerkungen sollen die Vorteile dieser neuen Fest-
setzung beleuchten:

1. Jede im bisherigen Sinne konvergente Folge (s,) mit dem Grenz-
werte s ist nach dem CaucHyschen Satze 48, 2 so beschaffen, daB sie
auch ,,im neuen Sinne‘* konvergent genannt werden miiite und daf3
sie dabei denselben Wert hat. Die neue Festsetzung wiirde also jeden-
falls mindestens dasselbe leisten, wie die bisherige, wiirde aber, wie
das Beispiel der Reihe 3/ (—1)" eben zeigte, mehr zu leisten imstande
sein.

2. Wenn man zwei (im alten Sinne) konvergente Reihen a, = 4
und 3'b, = B nach der CAucHYschen Regel miteinander multipliziert
und so die Reihe J'c,= 3 (agb, + ay b1 + - - - + a,by) bildet, so
wissen wir, daB diese Reihe nicht wieder (im alten Sinne) konvergent zu
sein braucht. Und die Frage, wann J ¢, nun doch konvergiert, bietet
sehr erhebliche Schwierigkeiten und ist bis heute noch nicht befriedi-

gend geklirt. Der zweite Beweis des Satzes 189 lehrt aber, daB in jedem
Falle

Co+Ci+---+ Cy —>AB
74 I

strebt, wenn mit C,, die Teilsummen der Reihe J/ c,, bezeichnet werden.
Das bedeutet aber jetzt gerade, daB S'c, #n jedem Falle eine im neuen
Sinne konvergente Reihe mit der Summe A4 B ist. Hier ist der Vorteil
der neuen Festsetzung offenbar: Ein Sachverhalt, dessen Klirung bei
strengem Festhalten am alten Konvergenzbegriff uniiberwindliche
Schwierigkeiten bietet, 148t sich durch Einfilhrung eines etwas all-
gemeineren Konvergenzbegriffes in einfachster Weise erschépfend er-
ledigen.

Gleich nachher werden wir noch weitere Untersuchungen dieser
Art kennenlernen (s. besonders § 61); vorerst aber wollen wir noch
iiber einige prinzipielle Dinge Festsetzungen treffen:

Neben der Bildung der arithmetischen Mittel werden wir noch
eine ganze Anzahl anderer Verfahren kennenlernen, durch die man,
statt durch den bisherigen Konvergenzbegriff, mit gutem Erfolge einer
Zahlenfolge (s,) einen Wert s zuordnen kann. Alle diese Verfahren
miissen wir durch passende Benennungen voneinander unterscheiden;
und es empfiehlt sich dabei folgendermaBen vorzugehen: Der bis-
herige Konvergenzbegriff war so naturgemiB und hat sich so bewihrt,
daB er durch eine besondere Bezeichnung auch weiterhin ausgezeichnet
bleiben soll. Unter der Konvergenz einer unendlichen Zahlenfolge (einer
Reihe, eines Produktes, . ..) soll darum nach wie vor nichts anderes
verstanden werden, als was bisher darunter verstanden worden ist.
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Und wenn nun auf Grund neuer Festsetzungen, wie z. B. durch die
vorhin beschriebene Bildung der arithmetischen Mittel, einer Folge (s,)
eine Zahl s zugeordnet wird, so wollen wir die Folge (s,) als durch
dieses Verfahren limitierbar, die zugehorige Reihe 3 a, als durch das-
selbe summierbar und s als ihren Wert (bei einer Reihe wohl auch als
ihre Summe) bezeichnen.

Sobald wir aber, wie es gleich nachher geschehen wird, mehrere
Verfahren dieser Art benutzen, so unterscheiden wir sie durch vor-
gesetzte Initialen 4, B, ..., V, ... und sprechen also etwa von einem
V-Verfahren!. Die Folge (s,) soll dann V-limitierbar, die Reihe Sa,
V-summierbar heiBen, und die Zahl s werden wir als den V-Limes der
Folge bzw. als die V-Summe der Reihe bezeichnen, in Zeichen:

V-dims,=s bzw. V-Ya,=s.

Wenn kein MiBverstindnis zu befiirchten ist, wollen wir die erste der
beiden Aussagen auch durch die Symbolik

V(s,) —s

bezeichnen, was also genauer besagen soll, daB die durch das V-Ver-
fahren aus der Folge (s,) hergestellte neue Folge gegen s strebt.

LaBt das Verfahren, wie dies im folgenden des ofteren der Fall
sein wird, eine k-malige Iterierung oder eine Abstufung in wverschie-
denen Ordnungen zu, so setzen wir k£ als Index hinzu und sprechen
also von einer V-Limitierung, V ,-Summizyung, usw.

Bei der Aufstellung und Ausvahl solcher Verfahren werden wir
nun natiirlich nicht absolute Willkiir herrschen, sondern uns von Zweck-
miBigkeitsgriinden leiten lassen. Als Grundforderung, die hier zu er-
heben wire, muB8 man wohl an die Spitze stellen, daB die neue Fest-
setzung mit der alten nicht in Widerspruch steht. Von jedem etwa
einzufilhrenden Verfahren V fordern wir daher zunichst, daB die fol-
gende Permanenzbedingung erfillt sei:

I. Eine im bisherigen Sinme kownvergemle Zahlenfolge (s,) mit dem
Grenzwerte s soll auch V-limitierbar zum Werte s sein. Oder: Aus
lim s, = s soll stets auch V-lim s, = s folgen?.

Damit nun weiter die Einfilhrung eines solchen Verfahrens nicht
iiberfliissig sei, fordern wir, daB auch die folgende Erweiterungsbedin-
gung erfiillt ist:

1 Bei dem Begriff der Integrierbarkeit, wo etwas Ahnliches vorliegt, ist diese
Bezeichnungsweise wohl zuerst eingefiihrt worden. So spricht man von Funk-
tionen, die R-integrierbar, und solchen, die L-integrierbar sind, je nachdem man
Integrierbarkeit im RieMaNn~schen oder im LEBESGUEschen Sinne meint.

2 Man konnte sich auch schon damit zufrieden geben, wenn das betreffende
Verfahren wenigstens einen Teil der konvergenten Folgen zu unverindertem Werte
zu limitieren vermag. Ein solcher Fall tritt z. B. bei dem weiter unten bespro-
chenen E_-Verfahren ein, falls der Index p komplex ist.
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II. Es soll mindestens eine im bisherigen Sinne divergente Folge (s,)
geben, die sich nach dem neuen Verfahren als limiticrbar erweist.

Bezeichnen wir die Gesamtheit derjenigen Folgen, die durch ein
bestimmtes Verfahren limitierbar sind, als dessen Wirkungsfeld, so
bedeutet die Forderung II, daB wir nur solche Verfahren zulassen
wollen, deren Wirkungsfeld umfassender ist als dasjenige der gewéhn-
lichen Konvergenz. Gerade die Limitierung der bisher divergenten
Folgen bzw. die Summierung der divergenten Reihen wird natiirlich
jetzt das Hauptinteresse beanspruchen.

Werden endlich mehrere Verfahren nebeneinander benutzt, etwa
gleichzeitig ein V- und ein W-Verfahren, so wiirde eine véllige Ver-
wirrung zu befiirchten sein, wenn wir nicht auch forderten, daB3 noch
die folgende Vertraglichkeitsbedingung erfiillt sei:

III. Ist ein und dieselbe Folge (s,) nach zwei verschiedenem, gleich-
zeitrg benutzten Verfahren limitierbar, so soll ihr durch beide stets der-
selbe Wert zugeordnet werden. Oder: Es soll stets V-lim s, = W-lim s,
sein, falls beide Werte existieren.

Wir wollen nur solche Verfahren betrachten, die diese drei For-
derungen erfiillen. Dariiber hinaus aber bedarf es noch der Auslegung,
ob die durch ein bestimmtes Verfahren V bewirkte Zuordnung des
Wertes s zu einer Folge (s,) in dem oben (S. 476) dargelegten Sinne
eine verndinftige ist. Hier wird man sehr verschiedene Forderungen
stellen konnen, und die Verfahren,”die im Gebrauch sind, sind in dieser
Beziehung sehr verschieden leistungsfihig. Zunichst wire wohl zu
fordern, daB die elementaren Regeln des Rechnens mit konvergenten
Folgen (s. § 8) moglichst erhalten bleiben, also das gliedweise Addieren
und Subtrahieren zweier Folgen, die gliedweise Addition einer Kon-
stanten, die gliedweise Multiplikation mit einer solchen, die Beein-
flussung durch endlich viele Anderungen (27, 4) usw. Weiter wird
dann vielleicht zu fordern sein, daB, wenn etwa der divergenten
Reihe 3 a, der Wert 's zugeordnet wird und wenn diese Reihe z. B.
aus der Potenzreihe f(x) = 3'c,x" fiir einen speziellen Wert x, von x
entsteht, daB dann die Zah!l s zu f(x;) oder zu limf(x) fiir x — x, in
sinngemiBer Beziehung steht, und daB Entsprechendes fiir andere
Typen von Reihen (die DirICHLETschen, FouriERschen u. a.) der Fall ist ;
kurz, daB, wo immer diese divergente Reihe als Endergebnis einer Rechnung
auftreten sollte, diesem Ewndergebnis der Wert s zu geben ist. Je mehr
solcher und &dhnlicher Forderungen — wir wollen sie, ohne auf eine
. genaue Prizisierung derselben Wert zu legen, als die Forderungen F
bezeichnen — ein bestimmtes Verfahren erfiillt und je groBer zugleich
sein Wirkungsfeld ist, als desto brauchbarer und wertvoller wird man
es ansehen diirfen.
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Wir gehen nun dazu iiber, einige solche Limitierungsverfahren
anzugeben, die sich nach der einen oder andern Richtung hin bewihrt
haben:

1. Das Cy-, H;- oder M-Verfahren!. Wir bilden, wie oben unter 262 265.
beschrieben, aus den Gliedern einer Folge (s,) die arithmetischen Mittel

So+ S1+ -+ sa .

'—"—’”—_*-‘“i-““ — (” =0,1,2,.. .),
die wir mit ¢}, 4], oder m, bezeichnen. Streben diese nun fiir # —> o
im bisherigen Sinne einem Grenzwert s zu, so sagen wir, die Folge (s,)
sei Cy-, Hy~ oder M-limitierbar zu diesem Werte s und schreiben kurz

M-lims, =s oder Mf(s,)—s,

oder wir benutzen den Buchstaben C, oder H; an Stelle von M. Die
Reihe Y a,, deren Teilsummen die s, sind, soll dann Cy-, Hy- oder M-
summierbar, dic Zahl s thre Cy-, Hy- bzw. M-Summe heifen.

Die Einheitsfolge 1, 1, I, ... kann wohl als die denkbar einfachste
konvergente Zahlenfolge angesehen werden. Das beschriebene Ver-
fahren besteht dann darin, daB die Glieder s, der zu untersuchenden
Folge im Mittel mit denen der Einheitsfolge verglichen werden:

So+ Sy + -+ sa

I+14.--41°
Diesen ,,gemittelten“ Vergleich der Folge (s,) mit der Einheitsfolge
werden wir auch bei den folgenden Verfahren wiederfinden.

[ N _
Cn:hnzmﬂ——

Die Brauchbarkeit dieses Verfahrens haben wir schon oben an
einigen Beispielen erldutert. Auch daB es die Forderungen 263, I und II
erfiillt, haben wir schon gesehen, und III kommt im Augenblick noch
nicht in Betracht. Die §§ 60 und 61 endlich werden zeigen, daB auch
die Forderungen F (264) in weitem AusmaBe erfiillt sind.

2. Das HOLDERsche oder H,-Verfahren?®. Gehen wir bei einer
gegebenen Folge (s,) von den eben gebildeten Mitteln 4 erneut zu
deren arithmetischen Mitteln

o BBy

L n+ 1 ’

iiber und hat die Folge der %, einen Grenzwert im gewchnlichen Sinne,

limhl =s, so sagen wir, die Folge (s,) sei Hy-limitierbar® zum
Werte s.

rn=o01,2...),

1 Die Wahl der Buchstaben C und H findet in den beiden nichsten Num-
mern ihre Erklarung.

2 HOLDER, O.: Grenzwerte von Reihen an der Konvergenzgrenze. Math.
Ann. Bd. 20, S.535—549. 1882. Hier werden zu einem speziellen Zweck zum
ersten Male arithmetische Mittel der beschriebenen Art eingefiihrt.

3 Die iibrigen analog gebildeten Bezeichnungen, Hylims,=s, Hy-Xa,=s,
Hy(s,) > s usw. fithren wir nun nicht mehr besonders an.

Knopp, Unendliche Rethen. 5. Aufl. 31
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Nach 483, 2 ist jede H,-limitierbare (und also auch jede konvergentc)
Folge stets auch Hylimitierbar zum gleichen Werte. Das neue Ver-
fahren erfiillt also die Forderungen 263, I, IT und III. Sein Wirkungs-
feld ist auch umfassender als das des H,-Verfahrens, denn z. B. die
Reihe

=2:(—1)"("4-1)EI—2+3—4+.....

ist H,-summierbar mit der Summd }, aber nicht H,-summierbar oder
gar konvergent. In der Tat ist hier

und

Diese Folgen sind also noch nicht konvergent. Aber, wie man leicht
nachrechnet, streben die 4, — %, d. h. gerade gegen den Wert, den
man nach

() =Ze+n

I-—x n=0
fiir x = --1 erwarten wiirde.

Geht man auch bei den h;: noch nicht zur Grenze iiber, sondern
bildet erst

4 h e %4
h;n = Jl.t_,,‘;':— . :t‘ﬁ, (m=o0,1,2,.. ) )
und fiir p = 2 allgemein?

hf,p‘l’ + h(lﬂ—h 4.4 h(lfhl)
h n+ 1 ’

0 _
hP =

und strebt bei einem bestimmten p nun A — s, so sagen wir-analog:
Die Folge (s,) set Hy-limitierbar zum Werte s.

Man kann sich leicht Folgen bilden, die fiir ein bestimmtes p, aber
fir keinen kleineren Wert dieses Index, H-limitierbar sind2. Dies
lehrt in Verbindung mit 43, 2 nicht nur, daB die H,-Verfahren die
Forderungen 268, I—III erfiillen, sondern weiter, daB ihr Wirkungs-
feld fiir jedes bestimmte p = 2 umfassender ist als fiir die kleineren
Werte dieses Index. Beziiglich der Forderungen F sei wieder auf die
§§ 60 und 61 verwiesen.

1 Oder schon fir p > 1, falls man iibereinkommt, A = s, zu setzen und
unter dem Hj-Verfahren also die gewohnliche Konvergenz zu verstehen, wie wir
dies hier und in allen analogen spiteren Fillen tun wollen.

3 Man setze etwa (AP ~Y) =1, o, 1, 0, 1, ... und errechne sich daraus riick-
wirts die s,. Andere Beispiele finden sich in den folgenden Paragraphen.



285. § 59. Allgemeine Bemerkungen iiber divergente Zahlenfolgen. 483

3. Das CESAROsche oder Cy-Verfahren!. Hier setzt man zunichst
= S und dann weiter fiir # = 1
SgE-D 4 SV 4Ll 4 SE-D - G (m=o0,1,2,...),
und untersucht dann fiir ein bestimmtes & die Folge?
S®

n4k\°
")
Strebt bei festem % die Folge ¢ — s, so sagen wir, die Folge (s,) sei
C,-limitierbar zum Werte s.

Wihrend man bei dem H-Verfahren nicht zu tibersichtlichen Formeln
gelangt, wenn man die AP fiir groBere Werte von p unmittelbar durch

die s, ausdriicken will, ist dies fiir das C-Verfahren in einfachster
Weise moglich, denn es ist

Sg)=(n:-i—l—1>so+(n:.f—l—2>sl+.,.+(:::>sn

et (T Va4 (e

wenn man auf die Reihe 3'a, mit den Teilsummen s, zuriickgehen
will. Man beweist dies ganz leicht durch Induktion oder auch mit
Hilfe der Bemerkung, daB8 nach 102

S

c® =

oder

(- ©
DSEDgn = (1 — 2) 3 S 4o
n=0 n=0

und alsy fiir jedes ganze k2 = o

@ © ©
I I
k) on — n o n
2 S =y X sant = e D) n%
fnw=0 n=0 n=0

ist, woraus nach 108 die Behauptung folgt3.

Auch auf dieses Verfahren, das fiir den Index 1 mit dem vorigen
identisch ist (k] = c,), werden wir in den folgenden Paragraphen
genau eingehen.

L CesAro, E.: Sur la multiplication des séries. Bull. des sciences math (2)
Bd. 14, S. 114—120. 18g0.

3 Die Nenner auf der rechten Seite sind genau die Werte, die man fiir SZ"
erhialt, wenn man von der Folge (s,) =1, 1, 1, ... ausgeht, d. h. sie geben an,
wieviel Teilsummen s, in S® zusammengefaBt sind. Es handelt sich bei dem
C,-Verfahren also wieder um einen ,gemittelten’ Vergleich einer vorgelegten
Folge (s,) mit der Einheitsfolge.

3 Diese letzten Formeln legen es ziemlich nahe, fiir den Index k auch nicht-
ganze Zahlen > —1 zuzulassen. Solche Limitierungen von nicht-ganzzahliger
Ordnung sind zuerst vom Verfasser (Grenzwerte von Reihen bei der Annaherung an
die Konvergenzgrenze, Inaug.-Diss. Berlin 1907) eingefiihrt und untersucht worden.
Wir werden hierauf indessen weder bei dem C-Verfahren noch bei den weiter-
hin behandelten Verfahren eingehen.

31*
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4. Das ABELsche oder A-Verfahren. Ist J'a, mit den Teil-
summen s, vorgelegt, so betrachten wir die Potenzreihe
f(x) = Xa,a" = (1 — 2) Ys, ",
Ist deren Radius = 1 und ist der (fiir reelle x genommene) Grenzwert

lim Ya,x* =lim(1 — %) Ys, 2" = s
—1—0 *—1-0
vorhanden, so sagen wir, die Rethe ) a,, sei A-summierbar!, dic Folge (s,)
set A-limitierbar zum Werte s; in Zeichen:

A-3a,=s bzw. A-lims, =s.

Infolge des ABELschen Grenzwertsatzes 100 erfiillt auch dieses
Verfahren die Permanenzbedingung I, und einfache Beispiele lehren,
daB es die Erweiterungsbedingung II erfiillt, denn z. B. fiir die schon
oben benutzte Reihe 3 (—1)# ist fiir x > 1 — 0 der Grenzwert

. . I
lim (3 (—1)*2") = hm;—+—1 = —:—
vorhanden. Auch nach diesem Verfahren also ist die paradoxe EULERsche
Gleichung (s. S. 474) gerechtfertigt. Schreiben wir dafiir jetzt praziser
A-3(—1)" = oder C;-3(—1)"=14%,

so sind damit ganz bestimmte Verfahren angedeutet, durch die der
Wert 1 aus der Reihe 3 (— 1) herausgeholt werden kann.

5. Das EULERsche oder E-Verfahren. In 144 sahen wir: Wenn
von den beiden Reihen

a
> (—1)ma, und 2;73
n=0 k=0

die erste konvergiert, so konvergiert auch die zweite und liefert die-
selbe Summe. Nun zeigen aber einfache Beispiele, daB die zweite
Reihe sehr wohl konvergieren kann, wenn die erste es nicht tut:

1. Wenn a, = 1, so ist 4, = 1 und A*a, = o fiir £ = 1. Die beiden
Reihen lauten also

I—1+4+1—14+ —--- und 3+0+4+0+4+0+---,

deren zweite mit der Summe  konvergiert.

1 Schreibt man das Produkt (1 — #) Y's,x" in der Form
P
T
so sieht man, daB es sich auch hier um einen, wenn auch in etwas anderer Weise
»gemittelten'’ Vergleich der gegebenen Folge mit der Einheitsfolge handelt.
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2. Ist fiir m =o, 1, 2, ...

a, = I, 2, 3, 4
so 1st

44, = —1, —1, — 1, —1I,
und fiir 2 =2

Ad*a, = o0, o, o0, oO,...

Die beiden Reihen lauten also

1—2+3—4+—--- und §—%}+04+0+ .-,
deren zweite mit der Summe } konvergiert.

3. Ahnlich findet man fir a, = (n 4+ 1)*, daB Ada, = —7,
A%ay = 12, A%ay = —6 und fiir £ > 3 stets 4*aq, = o ist. Die beiden
Reihen lauten hier also
1—8+27—64+ —--- und —-Z422—-8 to4+o0+ -,
deren zweite mit der Summe — } konvergiert.

4. Fir a, = 2" ist A*a, = (—1)*. Die beiden Reihen lauten also:

1—2+4—8+—--- und }—3143-F%+ - ...,

deren zweite mit der Summe } konvergiert, d. h. mit einer Summe, die
1

I—Xx
5. Fir a, = (—1)"2" ist A*a, = (1 + 2)*. Die beiden Reihen
lauten also

man wegen = J'x7 fiir ¥ = —2 auch erwarten méchte.

o

o

G7 (1 + 2)*
2 und YT,

k=0

n=0

1 . .
—— konvergiert, wofern nur |z 4 1| <zist.

Gehen wir von einer micht alternierend geschriebenen beliebigen
Reihe 3 a, aus, so hitten wir

S me = (et (ot ()]

als EuLERsche Transformation derselben anzusehen, zu der man auch
folgendermaBen gelangt: Die Reihe Ja, entsteht aus der Potenz-
reihe 3 a, x7+1 fiir x = 1 und also aus der Reihe

Z“n (T%)ni-l

n=0

deren zweite mit der Summe

fir y =3. Entwickelt man nun diese letztere erst nach Potenzen
von ¥, ehe man y = 3 setzt, so erhilt man genau die EULERsche Trans-
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formation. In der Tat ist

Dot = D2 = Sa I (1) proen
k=0 k=0 k=0 A=0
o n
=Z{ Z(Z)a.}y"“ _ Sa ey,
n=0\»r=0 n=0

Um dies Verfahren fiir beliebige Zahlenfolgen (s,) nutzbar zu
machen, setzen wir die Teilsummen der beiden Reihen }'a, und 3} a),
etwas abweichend von der iiblichen Bezeichnung

a+a,+---+a,_,=s, fir =1 und sy=o0,
sowie

a+a+---+a,_;=s, fir =1 und syz=o0.

Dann rechnet man leicht nach, daB fiir n = o

a= [t (et (e

istl. DemgemiB setzen wir fest: Eime Folge (s,) soll E;-limitierbar
heifen zum Werte s, falls die eben definierte Folge s, — s strebt?. Setzt
man, ohne das Konvergenzverhalten von (s;) zu priifen,

a={(5)a+ (e + ()]
und allgemein fiir » = 1
s = ZL"[(Z) sy~ 4 (:‘) s I (:) si,"‘"] , (m=o0,1,2,"..),

so werden wir analog die Folge (s,) als E,-limitierbar bezeichnen und

11—y

1—x 1—2y

1 Aus Ja,x"+1=}'a’ (2y)"+* folgt durch Multiplikation mit

zunichst
0 o]
2 sxt=(1—-9) Y s, (2y)".
k=0 n=0
Es ist also
PV SN AP T w/kH) b
2,%(29’) —I-—yzs”(l—y)— Z\ I AL
n=0 k= k=041=0
I n n n
SB[z (o (e
n=

woraus die Beziehung abzulesen ist.
n
2 Auch hier wird der Nenner 2" aus dem Zahler [(Z) So+ o0 + (n) s,,]
erhalten, indem man alle s, = 1 setzt. Es handelt sich also wieder um einen in
bestimmter Weise ,,gemittelten’‘ Vergleich der Folge (s,) mit der Einheitsfolge.
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s als ihren E,-Limes ansehen, falls fiir ein bestimmtes r die s — s
streben.

Unser fritherer Satz 144 (s. auch 44, 8) lehrt dann jedenfalls, daB
dies E-Verfahren der Permanenzbedingung I geniigt, und die dazu
gegebenen Beispiele zeigen, da8 auch die Erweiterungsbedingung II
erfiillt ist. Wir werden auf dies Verfahren in § 63 genauer eingehen.

6. Das RiESzsche oder R, ;-Verfahren!. Es liegt nahe, das Prinzip
des gemittelten Vergleichs der Folge (s,) mit der Einheitsfolge, das,
wie wir sahen, allen bisherigen Verfahren zugrunde lag, dadurch
leistungsfihiger zu gestalten, daB man den Gliedern s, wgendwelche
Gewichte beilegt. Ist also etwa uy, yy, ys, - - . irgendeine Folge- positiver
Zahlen, so ist ¢ = HoSo TSt pasa

» I O )
eine solche allgemeinere Mittelbildung. In dem besonderen Fall, daB
fp=1[(n + 1) ist, spricht man von logarithmischen Mitteln.

Nach dem Vorbilde des H-, C- oder E-Verfahrens kann man diese

natiirlich sogleich iterieren, indem man, etwa im AnschluB an das
C-Verfahren,

6 =35, und AP =1
und dann fiir 2 =1

(k) _ (k—1) (k1) (k-1)
. Op = Mo Oy + py 04 + s+ p,0,
SOwle

MO = i 2 M o g A
setzt und nun fir ein festes £ = 1 die Quotienten

k)
k) — Tn
On A6

fiir  — - o© untersucht. Streben sie einem Grenzwerte s zu, so konnte
man sagen, die Folge (s,) sei R, ;-limitierbar2 zum Werte s. Diese Defini-
tion ist indessen nicht in Gebrauch; das Verfahren hat vielmehr erst
dadurch seine groBe Bedeutung bekommen, daB es folgendermafBen
in eine analytisch besser zu handhabende Form gebracht worden ist:
Definiert man die (kontplexe) Funktion s(¢) der reellen Veranderlichen
t = o durch die Festsetzungen

s@t)=s, in AV <t AW, (»==0.1.2,...; 4% == 0).

und setzt noch s(0) = o, so ist
p
Mg So + Ay 8y + <+ My Sy ‘—=Jb(t)dt,

I Riesz, M.: Sur les séries de Dirichlet et les séries entitres. Comptes rendus
Bd. 149, S. 90g—912. 1909.

2 Wir fiigen hier der Bezeichnung R, des Verfahrens noch den Index u an,
um an die zur Mittelbildung verwendete Folge (u,) zu erinnern. Fir u,=1
haben wir genau das C,-Verfahren vor uns.
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und es liegt nahe, die bei der Bildung der o und A® benutzte iterierte
Summation jetzt durch iterierte Integration zu ersetzen. Nach k-maliger
Integration! erhilt man

w ‘h—q t w
‘I‘dtk—'lf. . 'J’S(l)dl == "(;":’BTJ\S (t)'(a) —_ t)k_ldt
0 0 0 0

als Ersatz fiir die GréBen o', Entsprechend hat man statt der A®
diejenigen Werte zu nehmen, die man aus dem eben aufgesteliten
Integral fiir s, = 1 erhilt, also die Werte

[
1

- _wt
(";'_n l)!f((u—f)k ldt— m.
0

Dann wiirde es sich (bei festem &) um den Grenzwert

lim & [s(t)(w—t)k—ldt
W+ =,

0
handeln. Ist er vorhanden und =s, so soll nun die Folge (s,) als
R, ;- limitierbar zum Werte s bezeichnet werden.

Auf eine genauere Untersuchung dariiber, ob sich die beiden eben
gegebenen Definitionen des R-Verfahrens wirklich genau decken,
sowie auf die schénen und tiefgehenden Anwendungen des Verfahrens
in der Theorie der DirRICHLETschen Reihen kénnen wir hier nicht naher
eingehen. (Literaturangaben s. 266.)

7. Das BORELsche oder B-Verfahren. Wir sahen eben, wie das
Rieszsche Verfahren die Leistungsfihigkeit des H- oder des C-Ver-
fahrens dadurch zu erhohen strebte, daB es die bei diesen vorgenom-
mene Mittelung des Vergleiches der Folge (s,) mit der Einheitsfolge
in allgemeinerer Weise ansetzte als bei diesen. In dhnlicher Weise kann
man das Wirkungsfeld des ABELschen Verfahrens dadurch zu ver-
groBern versuchen, daB man statt der geometrischen Reihe, die dort
zum Vergleich benutzt wurde, andre Reihen heranzuziehen sucht. Nimmt
man speziell die Exponentialreihe und betrachtet demgemifl den
Quotienten der beiden Reihen

gy xn xn
2/ s, 7 und 2 i
n:0 n=0

oder also das Produkt

Y n
F(x) = e_"A\-('] S
n=

1 Die Ubereinstimmung beider Seiten beweist man leicht induktiv durch
partielle Integration.
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fir ¥ - + 00, so erhalten wir das von E. BOREL! eingefiihrte Ver-
fahren. DemgemiB definieren wir: Ist eine Folge (s,) so beschaffen,
daB die Potenzreihe 2 s,,-:—!— bestandig konvergiert und daB die eben
erklirte Funktion F(x) fiir x > 4+ oc einem Grenzwerte s zustrebt,
so soll die Folge (s,) als B-limitierbar zum Werle s bezeichnet werden.

Nehmen wir etwa, um dieses Verfahren ein wenig zu erliutern,
zunichst wieder 3 a, = 3 (—1)", so ist s, = I oder = 0, je nachdem
n gerade oder ungerade ist. Also wird

xn %2 x4 ex - e~%
Dsar=tHgt gt =T
und es handelt sich um den Grenzwert
. ex e—x
lim e-*.% 17 ,
x—+ © 2

der offenbar = 3 ist. 3 (—1)® ist also auch B-summierbar mit der

Summe . Nimmt man allgemein X a, =X 2", so ist, falls nur 24 + 1,

[ — zn+1
Sn = 1—2z
also
Y xn I 2
— p-z. ¥ — — (z—1)*
= . — e
F(x) € A/S"n! 1—z 1—2 ’

und fiir x > + 0o strebt dies —>T:I—z- , wofern R (z) < 1 ist. Die geo-
metyische Reihe 32" ist also in der Halbebene R (z) < 1 allenthalben
B-summierbar® zur Summe T—L?

Dies Verfahren erfiillt auch die Permanenzbedingung; denn es ist

xﬂ x”
(e"‘-Zs,, sz) —s =e-’-2(s,,-— s)”—!.
Strebt also im bisherigen Sinne s, — s, so kann man bei gegebenem

€ >0 ein m so groB wihlen, daB fiir n > m stets |s, — s| < % bleibt.
Dann ist aber der Betrag des letzten Ausdrucks fiir positive x

- m
o an €
o Sl D ser Sl e L
n=0 . n=0

! Sur la sommation des séries divergentes. Comptes rendus Bd. 121, S. 1125.
1895, — und in vielen anschlieBenden Noten. Eine zusammenfassende Darstel-
lung gab er in seinen Legons sur les séries divergentes. 2. Aufl. Paris 1928.

2 Durch die C-Verfahren ist, wie in 288, 8 gezeigt wird, die geometrische
Reihe, auBer fiir |z| <1, nur noch in den von + 1 verschiedenen Randpunkien
des Einheitskreises summierbar, durch das EUuLERsche Verfahren in dem Kreise
|z+1| <2, der den Einheitskreis weit umschlieBt, durch das BoreLsche Ver-

1
fahren sogar in der ganzen Halbebene R (z) <1 und stets zum Werte .
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Da aber fir x > 400 das Produkt von ¢~ mit cinem Polynom
mten Grades — o strebt, so kann & so groB gewihlt werden, daB fiir

x > & dies Produkt < —:— ist. Fiir diese x ist dann der Betrag des ganzen

Ausdrucks < ¢ und somit unsre Behauptung bewiesen.

8. Das B,-Verfahren. Das Wirkungsfeld des eben beschriebenen
Verfahrens wird in gewissem Sinne dadurch vergréBert, daB man
statt der Reihe 2 % andere heranzieht, zunichst etwa 2 (;—:;1 fiir ein
festes ganzzahliges » > 1. Wir nennen eine Folge (s,) demgemif
B,-limitierbar zum Werte s, falls der Quotient der beiden Funktionen

o n o) TN el TR
Zs,,-“-”— und 3’27 also das Produkt re* s,
e S UL o 7)! pur

{ra)!

fir x - + 00 dem Grenzwert s zustrebt. (Dabei muB natiirlich wieder
angenommen werden, daBl dic erste der genannten Reihen bestindig
konvergent ist.) So ist z. B. das B-Verfanren auf die Folge s, = (— 1)* n!
gar nicht anwendbar, weil fiir sie s,,{l:-: ' (—1)" #* nicht fiir alle x

konvergiert. Dagegen ist J's,

(:;;v schon fiir # = 2 bestindig konver-

gentl.

9. Das Verfahren von LE ROY. Wir haben die Verfahren meist
so gedeutet, daBl durch sie ein ,,gemittelter Vergleich zwischen der
vorgelegten Folge (s,) und der Einheitsfolge 1, 1, 1, ... vorgenommen
wird. Man kann die Dinge auch ein klein wenig anders ansehen. Sind
die s, die Teilsummen der Reihe 3'a,, so ist z. B. beim C,-Verfahren
der Grenzwert von

s_"_t Sp 4 00 L5,
n+41

1

rpaat (o) et o+ (1o )

zu untersuchen. Den Gliedern der Reihe 3 a, erscheinen hier variable
Faktoren zugeteilt, die die Reihe zu einer endlichen, also jedenfalls
zu einer im alten Sinne konvergenten machen. Durch diese Faktoren
wird der EinfluB der fernen Glieder ausgeschaltet oder herabgedriickt;
mit wachsendem » aber steigen die Faktoren gegen 1 und ziehen so
schlieBlich doch alle Glieder zur vollen Wirksamkeit heran. Ahnlich
liegt es bei dem ABELschen Verfahren, wo es sich um den Grenzwert
von J'a,x" fiir x — 1 — o handelt; hier sind es die Faktoren x», die
den eben beschriebenen EinfluB haben, fir x — 1 — o aber gegen 1
steigen. Am deutlichsten ist dies Prinzip zur Grundlage des folgenden

:ao—i—(l—

! Das B,-Verfahren, (> 1), ist aber nicht fiir jede Folge (sn) giinstiger als das
B-Verfahren. Vielmehr gibt esFolgen (sp), die zwar B-, aber nicht B,-limitierbar sind.
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Verfahrens gemacht!. Es sei die Reihe

[ee)
Inx+ 1)
n! @n
n=0

fiir o < x < 1 konvergent. Strebt dann die daselbst durch sie definierte
Funktion fir x — 1 — 0 einem Grenzwert s zu, so soll }a, etwa
R-summierbar genannt werden mit dem Werte s.

Die Methode ist aber analytisch weniger leicht zugéinglich und darum
von geringerer Bedeutung.

10. Allgemeine Formen der Limitierungsverfahren. Man wird
bemerkt haben, daB alle bisher beschriebenen Verfahren im wesentlichen
auf zwei Arten zustande kommen:

1. Bei der ersten Art wird aus einer Folge (s,) mit Hilfe einer
Matrix (vgl. den Satz von ToepLITZ 221)

T= (akn)

durch Komposition der Folge sq, s,, ..., s,, ... mit den aufeinander-
folgenden Zeilen a;, a;,, ..., ay,, ... die neue Folge der Zahlen

Sy = AgeSo+ Ap1S1+ - F s, + -, (R=0,1,2,...),

gebildet, — wobei natiirlich vorausgesetzt werden muB, daB hier auf
der rechten Seite ein bestimmter Wert, also eine (im alten Sinne) kon-
vergente Reihe steht?. Die Folge sp, s, ..., s, . .. nennen wir kurz
die T-Transformation® der Folge (s,) und bezeichnen, wo kein MiB-
verstindnis zu befiirchten ist, ihr ntes Glied auch kurz mit T(s,).
Ist nun die gestrichene Folge (s;) konvergent mit dem Grenzwerte s,
so wird die gegebene Folge T-limitierbar zum Werte s genannt. In
Zeichen:

T-lims,=s oder T(s,)—>s.

1 LE Rovy: Sur les séries divergentes, Annales de la Fac. des sciences de Toulouse
(2), Bd. 2, S.317. 1900.

2 Hat jede Zeile der Matrix T nur endlich viele Glieder — man nennt sie
dann zeilenfinit —, so ist diese Voraussetzung von selbst erfiillt. Dies ist bei den
Verfahren 1, 2, 3, 5 der Fall.

3 Die Reihe J'a}, deren Teilsummen die s; sind, wird man entsprechend
die T-Transformation der Reihe 3 a, mit den Teilsummen s, nennen. So ist z. B.
die Reihe
ay+2a,+ --- 4 na,

n(n 4 1) -

die C,-Transformation der Reihe X'a,. Bei dieser Auffassung liefern alle T-Ver-
fahten mehr oder weniger bemerkenswerte Reihentransformationen, die sehr
haufig fiir die nwumerischen Berechnungen von Vorteil sein konnen. (Letzteres
ist besonders bei dem E-Verfahren der Fall.) Natiirlich kann man auch die Reihen-
transformation als das Primdre ansehen und von ihr zur Transformation der
Folge der Teilsummen iibergehen. So wurden wir ja gerade auf das E-Verfahren
hingefiihrt.

,,04_;?71_2,_*‘...4_ 4+ .-
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Man sieht sofort, daB die Verfahren 1, 2, 3, 5 und das in 6 zuerst
beschriebene unter diesen Typus fallen. Sie unterscheiden sich nur
durch die Wahl der Matrix T. Der Satz 221, 2 sagt uns dann auch
sofort, bei welchen Matrizen wir sicher sind, daB das damit angesetzte
T-Verfahren die Permanenzbedingung erfiillt?.

2. Bei der zweiten Art wird aus einer Folge (s,) mit Hilfe einer
Funktionenfolge

(@a) =@o(*), @1(x), . .., @ala), ...
durch Komposition die Funktion

F(x) = @o(¥) so + @1 (x) sy + -« - + @u(®) 5, + - - -

gebildet, -— wobei wir etwa annehmen, daB eine jede der Funktionen
@.(x) fir alle x > x, definiert ist und daB fiir jedes solche x die Reihe
2 @n(x)s, konvergiert. Dann ist auch F(x) fiir alle x > x, definiert,
und wir konnen nach dem Grenzwert
lim F (x)
X=>+ ©

fragen. Ist er vorhanden und = s, so soll die Folge (s,) nun @-limitier-
bar? heiflen zum Werte s.

In Analogie zu 221, 2 wird man sofort Bedingungen angeben kénnen,
unter denen ein solches Verfahren die Permanenzbedingung erfiillen
wird. Das wird sicher der Fall sein, wenn a) fiir jedes feste n

lim ¢,(x) =0

X =>4
ist, wenn es b) eine Konstante K gibt, so daB fiir alle x > x, und alle »

@) + i@ ()] + - - -+ (0| < K

bleibt und wenn ¢) fiir x > 400

lim(Sg,(x) =1
ist. Man sieht, daB die Bedingungen genau den Voraussetzungen
a), b) und c) des Satzes 221, 2 entsprechen®. Den ganz analog vor-
gehenden Beweis diirfen wir daher wohl dem Leser iiberlassen.

! Die Bedeutung des Satzes 221, 2 liegt vor allem darin, daB die bei ihm ge-
machten Voraussetzungen a), b), c) nicht nur hsnreichend, sondern sogar nof-
wendig fiir seine allgemeine Giiltigkeit sind. Wir kdnnen darauf nicht niher ein-
gehen (s. S. 75, FuBnote 1), bemerken aber, daB auf Grund dieser Tatsache die-
jenigen T-Verfahren, deren Matrix die genannten Voraussetzungen erfiillt, die
einzigen sind, die der Permanenzbedingung geniigen.

2 Dies ist im wesentlichen das Schema, unter dem O.PeErroN (Beitrige
zur Theorie der divergenten Reihen, Math. Zschr. Bd. 6, S.286—310. 1920) die
Summierungsverfahren zusammenfa8t.

3 Sie sind gleich diesen nicht nur hinreichend, sondern sogar notwendig fiir
die allgemeine Giiltigkeit des Satzes. Niheres hieriiber bei H. RAFF: Lineare Transfor-
mationen beschrinkter integrierbarer Funktionen. Math. Z. Bd. 41, S. 605—629. 1936
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Unter dies Schema fillt unmittelbar das BorELsche Verfahren mit

Pa(x) =€"%- f‘—: Das Gleiche erkennt man auch fiir das ABELsche

Verfahren, wenn man zuvor das bei diesem benutzte Intervallo . .. 1in
das Intervall 0. .. 4 00 verwandelt, also statt der Reihe (1—x) 3's, 2"

die Reihe
5 NES)

ansetzt und fiir x - 4 00 untersucht. — In dhnlich einfacher Weise
erkennt man, daB auch das Verfahren von LE Roy unter dies Schema
fallt.

Die an zweiter Stelle beschriebene Art von Limitierungsverfahren
umfaBt natiirlich die erste, die man erhilt, wenn man x nur die ganzen
Zahlen = o durchlaufen 1aBt (@,(k) = a4;,). Es ist eben nur das eine
Mal ein kontinuierlicher, das andere Mal ein diskontinuierlicher Para-
meter benutzt. Umgekehrt kann man auch gemiB § 19, Def. 4a den
kontinuierlichen Grenziibergang durch einen diskontinuierlichen ersetzen,
also die @-Verfahren unter die T-Verfahren subsumieren. Doch stiften
diese Bemerkungen wenig Nutzen; in den weiteren Untersuchungs-
methoden bleiben die Verfahren beiderlei Art doch wesentlich ver-
schieden.

Es ist nun nicht unsere Absicht, die Gesamtheit der hiernach in
Betracht kommenden Verfahren unter den angedeuteten allgemeinen
Gesichtspunkten zu untersuchen. Nur die folgenden Bemerkungen
mogen hier Platz finden: Welche Voraussetzungen die Matrix T bzw.
die Funktionenfolge (¢,) erfillen muB, damit das darauf gegriindete
Limitierungsverfahren die Permanenzbedingung 268, I erfiillt, hatten
wir schon oben hervorgehoben. Ob auch die Forderungen 263, II
und III erfiillt sind, wird von weiteren Annahmen iiber die Matrix T
bzw. die Folge (¢,) abhingen; diese Frage iiberldBt man daher vorteil-
hafter der Einzeluntersuchung. Auch die Priifung, in welchem Aus-
maBe die Forderungen F (264) erfiillt sind, wird man nicht generell
in Angriff nehmen kénnen, sondern bei jedem Verfahren einzeln an-
stellen miissen. Nur eine wichtige Eigenschaft ist allen 7- und ¢-Ver-
fahren gemeinsam, ihr linearer Charakter: Sind zwei Folgen (s,) und (¢,)
nach ein und demselben dieser Verfahren limitierbar zu den Werten s
und ¢, so ist auch die Folge (as, + b¢,) fiir Konstante & und b nach
diesem Verfahren limitierbar, und zwar zum Werte as + bf. Der
Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Struktur der Verfahren. Auf
Grund dieses Satzes bleiben die einfachsten Regeln iiber das Rechnen
mit konvergenten Zahlenfolgen (gliedweise Addition einer Konstanten,
gliedweise Multiplikation mit einer solchen, gliedweise Addition oder
Subtraktion zweier Folgen) formal erhalten. Dagegen betonen wir

F(x) =
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ausdriicklich, daB der Satz iiber den EinfluB endlich vieler Anderungen
(42, 7) micht erhalten zu bleiben brauchtl.

Wollten wir nun einen einigermaBen vollstindigen Uberblick iiber
den gegenwartigen Stand der Theorie der divergenten Reihen geben, so
miiften wir jetzt in eine genaue Untersuchung der beschriebenen
Verfahren eintreten. Diese hitte sich zunichst darauf zu beziehen. ob
und inwieweit die einzelnen Verfahren nun doch den Forderungen
263, II, III und 264 geniigen; sie hitte notwendige und hinreichende
Kriterien dafiir anzugeben, daB eine Reihe durch ein bestimmtes dieser
Verfahren summiert werden kann; sie hitte die Beziehungen aufzu-
decken, die zwischen den Wirkungsweisen der verschiedenen Verfahren
bestehen, hitte ferner die allgemeinen in Nr. 10 angedeuteten Gesichts-
punkte zu vertiefen, u.v.a.m. Auf alles das einzugehen verbietet
natiirlich der Raum. Wir miissen uns damit begniigen, einige der Ver-
fahren — wir wihlen das H-, C-, A- und E-Verfahren — genauer zu
untersuchen. Dabei werden wir die Auswahl der Gegenstinde so treffen,
daB moglichst alle Fragestellungen und ebenso alle Beweismethoden
wenigstens angedeutet werden konnen, die in der gesamten Theorie
eine Rolle spielen.

Im iibrigen miissen wir auf die Originalliteratur verweisen, aus der, auBer
den in den FuBnoten dieses und der folgenden Paragraphen genannten Arbeiten,

noch die folgenden Stellen aufgefiihrt seien:
1. Uber den allgemeinen Problemenkreis orientieren

BoreL, E.: Legons sur les séries divergentes, 2. Aufl. Paris 1928.

BromwicH, T.J.I’A.: An introduction to the theory of infinite series.
London 1908.

Harpy, G. H., and S. CHAPMAN: A general view of the theory of summable
series. Quarterly Journ. Bd. 42, S. 181. 1911.

CHAPMAN, S : On the general theory of summability, with applications to
Fourier’s and other series. Ebenda Bd. 43, S. 1. 1911.

CarMICHAEL, R. D.: General aspects of the theory of summable series. Bull.
of the American Math. Soc. Bd. 25, S. 97—131. 1910.

1 Hierfiir gab G. H. HARDY zuerst das folgende einfache Beispiel, das sich
auf das B-Verfahren bezieht: Die Folge s, sei durch die Entwicklung

[o]

-7 an

sin (1) = D) 5ny
n=0

definiert. Wegen e—* -sin (¢¥) > o fiir x — 400 ist also die Folge sg, sy, Sp, - - .
B-limitierbar zum Werte o. Durch Differentiation der angesetzten Gleichung

erhialt man
@

x'l
cos (e¥) = e~ 7. 2, Sne1 70

n=0

und dies lehrt, da cos (e*) fiir ¥ > 400 keinem Grenzwert zustrebt, daB die Folge
Sy, S3, Sg, ... micht B-limitierbar ist!!
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Knorp, K.: Neuere Untersuchungen in der Theorie der divergenten Reihen.
Jahresber. d. Deutschen Math.-Ver. Bd. 32, S. 43—67. 1923.

2. Eine eingehendere Untersuchung des in den folgenden Paragraphen mnicht
genauer behandelten R, ,-Verfahrens geben

Harpy, G. H., and M. Riesz: The general theory of Dirichlet’s series. Cam-
bridge 1915.

Ebenso ist das B-Verfahren auBer in den unter 1. genannten Biichern von
BorEL und BRoMWICH eingehender behandelt in

Harpy, G.H.: The application to Dirichlet’s series of Borel’s exponential
method of summation. Proceedings of the Lond. Math. Soc. (2) Bd. 8, S. 3o1
bis 320. 1909.

Harpy, G.H,, and J. E. LittLEwooD: The relations between Borel’s and
Cesiro’s methods of summation. Ebenda (2) Bd. 11, S. 1—16. 1913.

Harpy, G. H,, and J. E. LittLEwooD: Contributions to the arithmetic theory
of series. Ebenda (2) Bd. 11, S. 411—478. 1913.

HarpY, G. H., and J. E. LitTLEWoOoD: Theorems concerning the summability

of series by Borel’s exponential method. Rend. del Circolo Mat. di Palermo Bd. 41,
S. 36—53. 1916.

DoEetscH, G.: Eine neue Verallgemeinerung der Borelschen Summabilitats-
theorie. Inaug.-Diss., Goéttingen 1920.

3. Ein ausfiihrliches Referat iiber die Theorie der divergenten Reihen findet
man auBer in den unter 1. genannten Arbeiten noch in

BieBerBACH, L.: Neuere Untersuchungen iiber Funktionen von komplexen
Variablen. Enzyklop. d. math. Wissensch. Bd. II, Teil C, Heft 4. 1921.

4. Die allgemeinen Fragen endlich der Klassifikation der Limitierungsverfah-
ren behandeln die folgenden Arbeiten:

PERRON, O.: Beitrag zur Theorie der divergenten Reihen. Math. Zeitschr.
Bd. 6, S. 286—310. 1920.

HausporFF, F.: Summationsmethoden und Momentenfolgen I und II. Math.
Zeitschr. Bd. 9, S. 74ff. und S. 280ff. 1920.

Knorp, K.: Zur Theorie der Limitierungsverfahren. Math. Zeitschr. Bd. 31;
1. Mitteilung S. 97—127, 2. Mitteilung S. 276—305. 1929.

§ 60. Das C- und H-Verfahren.

Unter allen Summierungsverfahren, die wir im vorangehenden
kurz angegeben haben, sind die C- und H-Verfahren — und beson-
ders die bei beiden identische Limitierung durch arithmetische Mittel
erster Ordnung — durch ihre groBe Einfachheit ausgezeichnet; auch
haben sie sich fiir die mannigfachsten*Anwendungen als sehr bedeu-
tungsvoll erwiesen. Wir wollen daher zunichst auf diese Verfahren
etwas niher eingehen.

Fiir die H-Verfahren lehrte schon der CaucHysche Satz 43, 2,
daB fir p=1 aus AP~V—>s auf A —>s geschlossen werden
kann!, daB also das Wirkungsfeld der H ,-Limitierung dasjenige der
H,_,-Limitierung umfaBt. Das Entsprechende gilt auch fiir die
C-Verfahren:

1 Vgl. S. 482, FuBnote 1. Als o* Stufe einer Transformation, bei der hohere
Stufen eingefiihrt sind, soll also die urspriingliche Folge verstanden werden.
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Satz 1. Ist eine Folge C,_,-limitierbar zum Werte s, (k = 1), so
ist ste auch Cy-limitierbar zum gleichen Werte s. In Zeichen: Aus
c®=V s s folgt stets ¢ — s. (Permanenzsatz der C-Verfahren.)

Beweis. DefinitionsgemaB ist (s. 265, 3)
R—1\ n4k—1\
w_ S® _ SE-U ... L Sé- _(k—x)cg U+"'+( h—1 )‘g‘ v

= —1 nyk—1\ h— n4-k-—1 ’
(:)(—1) +(:-—I) (k )+ +(+t)
woraus nach 44, 2 unmittelbar die Behauptung folgt.

Hiernach entspricht jeder Folge, die fiir einen passenden Index
tiberhaupt C-limitierbar ist, eine bestimmite (ganze) Zahl k derart, daB
die Folge zwar C,-, aber nicht C,_,-limitierbar ist. (Ist die Folge von
vornherein konvergent, so setzen wir natiirlich £ = 0.) Wir sagen dann,
die Folge sei genau von der kten Ordnung limitierbar.

Beispiele fiir Cp-Limitierungl.
o
\7 . . .
I. 2/ (— 1) ist C;-summierbar zum Werte 4. Beweis s. o. 262.
n=0
( n + . . I
2 ( ) ist genau C;4,-summierbar zum Werte s = Py
n=0
n 4 R\ |
Denn fiir g, = (— 1)" ( B ) ist nach 265, 3

Isto = () e (e = () ()
()

»=0
Es ist also

k
Sg’ = (v -: ) oder = o, je nachdem % = 2v oder = 2 + I ist.

Folglich ist fiir n = 2» und n =2v + 1

sten = (3)+ (1) (1= (34T

woraus man nun sofort die Behauptung ablesen kann.

3. Die Reihe J(—1)"(n + 1)* =1 —2* + 3* — 4* | — ..., die fir k=0
nach dem 1. Beispiel C,-summierbar ist zum Werte 4, ist fiir B = 1 genau
B+l
Cpyy-summierbar zur Summe s = 373_-}-1_1
sche Zahl bedeutet. Die Tatsache der Summierbarkeit folgt namlich ohne weiteres
aus dem 2. Beispiel. Denn bezeichnet man fiir den Augenblick die dort sum-

By, wenn B, die ¥** BERNOULLI-

L Auf Grund des gleich nachher bewiesenen Aquivalenzsatzes gelten diese
Beispiele unverindert auch fiir die H,-Limitierungen. Wegen der in 265, 3 ge-
gebenen expliziten Formeln fiir die S:‘k’ bzw. cf’, denen kein Analogon beim
H-Verfahren zur Seite steht, wird diesem das C-Verfahren gewdhnlich vorgezogen.
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mierten Reihen mit X,, so erkennt man wegen des linearen Charakters unserer
Verfahren (s. S. 493) sofort, daB auch jede aus den X, durch.gliedweise Addition
entstandenc Reihe der Form ¢y Xy 4 ¢; X, + .. . + ¢, X genau C,, ;-summierbar
ist, falls ¢y, ¢y, . - ., cx irgendwelche Konstanten bedeuten und cx = o ist. Man kann
nun offenbar die ¢, so wahlen, daB man gerade die Reihe X' (— 1)" (n + 1)* erhalt. —
Der Wert s errechnet sich am leichtesten durch 4-Summierung; s. 288, 1.
4. Die Reihe % + cos x+4cosz x 4~ -+ + cosnx 4 «-- ist C,-summierbar
mit der Summe o, falls » & 2 k7 ist.
. 1
sin <n + ———> x
2

Beweis. Nach 201 ist fiir n =0, 1, 2, ...

s, =3+ cosx¥4cosz2x+...4+cosnx =

2 sin —

und also 2
. x
sin?(n 4-1) —
1 L ox . ox . x 2
So+ S+t sy = (sln?+5m37 +-- -—}-sm(zn-{-l);) = —

7 P
2sin— 2 sin? 2-
2 2
und folglich
RN S P
n 1 n 1 i
! + ‘ + 2 sin? —

Bei festem x F 2 k7 strebt aber der letzte Quotient mit wachsendem » gegen o,
womit schon alles bewiesen ist. — Hier haben wir ein erstes Beispiel einer summier-
baren Reihe mit verinderlichen Gliedern. Die durch ihre ,,Summe'‘ dargestellte
Funktion ist =o in jedem Intervall, das keinen der Punkte 2 k  enthalt. In den
ausgeschlossenen Punkten ist die Reihe bestimmt divergent gegen - oo!

5. Die Reihe sinx 4 sinzx 4+ sin3x 4.+ ist fir ¥ = Bn ersichtlich kon-
vergent mit der Summe o. Fiir ¥ & k7 ist sie nicht mehr konvergent, wohl aber

b x
C,-summierbar, und ihre ,,Summe’* ist dann! —;Ctg P was mit der Gleichung

libereinstimmen wiirde, die aus 214 durch eine (nicht erlaubte) gliedweise Differen-
tiation sich ergibe.

x
: cos(zn-}—x)7
Beweis. Es ist s,,=sinx+-~~+sinnx=?ctg—2— — e

woraus dann dhnlich wie in 4 der Beweis folgt.
6. cosx 4 cos 3x 4 cos 5x ++ -+ ist C;-summierbar mit der Summe o, falls
x F ko ist.
7. siny 4 sin3x 4 sins5x 4+--- ist ebenfalls C,-summierbar und hat die
Summe —~-—f—-~ , falls x F k7w ist.
2 sin ¥

8 14 z422+4--- ist fir |z| =1 noch C,-summierbar mit der Summe

—3 falls nur z 4 41 ist. (Die Beispiele 4 und 5 ergeben sich hieraus durch

Trennung von Reellem und Imaginarem.) Denn es ist hier

1 e+l So+ SiF 0+ sq X 1 z(x — zn+l
, also -——————r = e o e
1—2z I —2 n+41 I—-2z n+1 (1 —2)

Sp =

woraus die Behauptung schon abgelesen werden kann.

1 Das Bild dieser Funktion weist also an den Stellen 24z ,,unendlich groge
Spriinge” auf.
Knopp, Unendliche Reihen. 5. Aufl. 32
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(o]
1 n+k—1
9. Die Reihe fiir T 2, ( —’t-__ . )z" ist fiir |z| = 1 noch C,-sum-
n=0

1
mierbar mit der Summe (_I_ZT); falls nur z 4 + 1 ist. Denn die zugehérigen

GroBen S sind nach 265, 3 die Koeffizienten von 27 in der Entwicklung von
1 1 _ a
(x—x)¥+1 (1 —x2)k (1 —x)k+1

4.,

bei der auf der rechten Seite die Partialbruchzerlegung der linken Seite an-
gedeutet sein soll. Alle auf den hingeschriebenen Bruch folgenden Partialbriiche
haben héchstens die k% Potenz von (1 — x) oder (1 — xz) im Nenner. Fir a
findet man daher durch Multiplikation mit (1 — x)**! fiir x — 1 sofort den Wert

1
a = ——— . Dabher ist

@ =g e i}

und hierbei geniigt es, von den in der eckigen Klammer noch zu erginzenden
endlich vielen Gliedern zu wissen, daB der in ihnen auftretende Binomialkoe!fi-
zient beziiglich » héchstens die Ordnung »*~! hat. Daher strebt fir n — 400

sw :

(n—:k)é(l — 2Z)k’

w.z. b.w.

Da das H-Verfahren mit dem C-Verfahren duBerlich eine gewisse
Verwandtschaft aufweist, so liegt die Frage nahe, ob sich beide in
threr Wirksamkeit unterscheiden oder nicht. Wir werden sehen, daf
ihre Wirkungsfelder véllig miteinander identisch sind, denn es gilt
der folgende vom Verfasser! und W. SCHNEE? herriihrende

Satz 2. Ist eine Folge (s,) fiir ein bestimmtes k H,-limitierbar® zum
Werte s, so ist ste fiir dieses k auch C -limitierbar zum gleichen Werte s,
und umgekehrt. In Zeichen: Aus

h® —s  folgt stets ¢ —s

und wmgekehrt. (Aquivalenzsatz des C- und H-Verfahrens.)
Fiir diesen Satz sind viele Beweise gegeben wordend4, unter denen

1 Vgl. die S. 483, FuBnote 3 genannte Arbeit.

2 ScuNEE. W.: Die Identitit des CEsARoschen und HOLDERschen Grenzwertes.
Math. Ann. Bd. 07, S. 110—125. 1909.

3 Da fiir k=1 der Satz trivial ist, darf fir das Folgende & -2 gedacht
werden.

¢ Ausfiihrliche Literaturangaben iiber diesen Satz und seine zahlreichen Beweise
findet man in den Arbeiten des Verfassers: 1. Zur Theorie der C- und H-Summuier-
barkeit. Math. Zeitschr. Bd. 19, S.97—113. 1923. 2. Uber eine Klasse konvergenz-
erhaltender Integraltransformationen und den Aquivalenzsatz der C- und H-Ver-
fahren, ebenda Bd. 47, S. 229—264. 1941. 3. Uber eine Erweiterung des Aquivalenz-
satzes der C- und H-Verfahren und eine Klasse regular wachsender Funktionen,

ebenda Bd. 49, S. 219—255. 1943.
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wohl derjenige von I. ScHUR! am durchsichtigsten und dem Wesen
des Problems am besten angepaBt ist. In Verbindung mit einer ge-
schickten Wendung von A. F. ANDERSEN? wird er besonders einfach.

Wir zeigen zunichst, daB der Aquivalenzsatz in dem folgenden,
einfacher erscheinenden Satze enthalten ist:

Satz 2a. Ist (z,) eine beliebige Folge, die C-limitierbay ist (k = 1) 270.
2um Werte {, so ist die Folge der arithmetischen Mittel 2], = *° tateoti

n+41
schon Cy._,-limitierbar zum Werte { und umgekehrt.

Nach diesem Satze wire in der Tat jede der k& Beziehungen

c(k) Ck ( ) > S

Cy(hk—2) >
C, (A1) = p® s

eine Folge der iibrigen, insbesondere die erste eine Folge der letzten
und umgekehrt. Das ist aber der Inhalt des Aquivalenzsatzes.

Es geniigt also, den Satz 2a zu beweisen. Dieser ist seinerseits un-
mittelbar aus den folgenden beiden Relationen abzulesen, die die C,-

bzw. C_,-Transformationen der beiden Folgen (z,) und (2,) miteinander
in Verpindung setzen:

I Cilzn) =k Cyr_y(z) — (k — 1) Ci(27),
Cr(20) +C + o+ Cr(z,
(II) Ck_l( ) =_ Ck + (I ) (Z )+ k(:‘l)-*, : l‘(z )
Strebt nidmlich erstlich C,_,(z.) — ¢, so strebt nach Satz 1 auch

Cy(zh) = . Nach der Beziehung (I) strebt also

(#zn) >R — (R — 1) ={.

Strebt aber wumgekehrt C(z,) — £, so streben nach 43, 2 auch die
arithmetischen Mittel

Ck (lo) + Ck (21) +-- + Ck (3-‘) C
%41 ’

1 Scuug, I.: Uber die Aquivalenz der CEsAroschen und HOLDERschen Mittel-
werte. Math. Ann. Bd. 74, S. 447—458. 1913, sowie : Einige Bemerkungen zur Theorie
der unendlichen Reihen, Sitzber. d. Berl. Math. Ges., Jahrg. 29, S.3—13. 1929.

? ANDERSEN, A. F.: Bemerkung zum Beweis des Herrn Knopp fiir die Aqui-
valenz der CEsAro- und HSLDER-Summabilitat. Math. Zeitschr. Bd. 28, S. 356 bis
359. 1928.

32*



500 XIII1. Kapitel. Divergente Reihen,

und die Beziehung (II) liefert nun ebenso einfach, daB auch

Comalt) >4+ (1= 5) ¢ =1¢
strebt .
Hiernach kommt alles auf die Verifikation der beiden Beziehungen (1)
und (II) hinaus, die man etwa folgendermafBen durchfiihren kann:
In 265, 3 wurden zur Definition der C,-Transformation einer Folge
(s,) die iterierten Summen S gebildet. Fiir diese werde jetzt etwas
genauer S¥ (s) geschrieben, und eine entsprechende Bezeichnung werde

benutzt, wenn von andern Zahlenfolgen ausgegangen wird. Aus der
Identitat

S "
o D (ot it z)ym
(1—y)* = 9')" ‘" s

1

== wklen+nzy"
folgt dann, daB )

s =t Vg (T T A0

2

+( "N+

ist. Setzt man hierin
v+I=Mm+kR —(n+k—1—1)
und beachtet, da3
Crrli e k= =¢—0("T, T
ist, so folgt weiter
" SP (@) = (n + k) SEV(Z) — (k — 1) SP().

Durch Division mit (n-:k) ergibt sich hieraus unmittelbar die Be-

ziehung (I).
Andrerseits ist nach Definition der GroBen S®

SE-D =Sk SH , (n=o0,1,...; S¥ =o0).

1 Bedeutet M die Bildung der arithmetischen Mittel einer Folge, so lassen
sich die obigen Beziehungen I und II noch kiirzer und prignanter in der Form

@M Co=kCiyM — (k —1)C M,
(1) Co=kCyooy M — (k —1) M C,

schreiben, von denen die eine aus der andern hervorgeht, sobald man wei,
daB die C,-Transformation und die Bildung der arithmetischen Mittel zwei ver-
tauschbare Operationen sind.
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Setzt man dies in (*) ein, so erhilt man

**) SW(2) = (1 + 1) S®(7) — (1 + k) S®, (7)
und hieraus durch Division mit (n 2—1:)

Ci(zn) = (n + 1) Cie(2y) — n Cy(2-y) -

Setzt man hier fiir #» der Reihe nach o, 1, ..., 7 ein und addiert, so
erhilt man schlieBlich

Calag) + Celz) +- -+ Calan)
n+4 1
was in Worten besagt, daB die arithmetischen Mittel der C,-Trans-
formation einer Folge gleich der C;-Transformation ihrer arithmetischen
Mittel sind, daB also, wie man kurz sagt, die C,-Transformation und die
Bildung der arithmetischen Mittel zwei vertauschbare Operationen
sind 1.

Setzt man aber in (I) fiir C,(z]) den eben gewonnenen neuen Aus-
druck ein, so erhilt man unmittelbar die Beziehung (II). Damit ist der
Beweis des Aquivalenzsatzes vollendet.

Nachdem so die véllige Aquivalenz zwischen dem C- und dem
H-Verfahren festgestellt ist, brauchen wir uns nur noch mit einem
von beiden zu beschiftigen. Da sich das C-Verfahren wegen der expli-
ziten Formeln 285, 3 fiir die S¥ rechnerisch leichter handhaben 148t,
so pflegt man dieses zu bevorzugen.

Wir fragen nun zunichst nach der Awusdehnung seines Wirkungs-
Jeldes, also nach den notwendigen Bedingungen, die eine Folge er-
fiillen muB, wenn sie C,-limitierbar sein soll. Driicken wir, wie es
durch E. LaNDAU allgemein iiblich geworden ist, durch die Gleichung

%, = O (n%), a reell, aus, daB die Folge (%3) beschrinkt ist, und durch

= Ce(2),

die Gleichung x, = o(n%), daB die Folge (22 cine Nullfolge ist?, so
kann man den folgenden Satz beweisen, welcher etwa besagt, dal

Folgen mit gar zu stark anwachsenden Gliedern fiir die C-Limitierung
nicht mehr in Betracht kommen:

Satz 3. Ist 3 a, mit den Teilsummen s, cinc C,-summierbare Rethe, 2T1.
so 1st

a, = o(nk) und fiir k =1 auch s, = o(n¥).

Beweis. Fiir & = o ist die Behauptung schon durch den Satz-
82, 1 bewiesen, um dessen Verallgemeinerung es sich hier handelt. Fiir

1 Vgl. die letzte FuBnote.
3 Das erste besagt also etwa, daB dic |+,| kéchstens von derselben Ordnung,
wie konst. . n®, das zweite, daB sie von kleinerer Ordnung als 2% sind.



272.

278.

502 XIII. Kapitel. Divergente Reihen,

k = 1 ist mit den Bezeichnungen von 285, 3 die Folge der Zahlen
S},“’ o §g-—1)+,..+ 5([5—1)
n 4k n+k
3 0%
konvergent. Mit dem gleichen Grenzwert konvergiert dann wegen
k— R
(” +k I)% (”r ) auch die Folge
SV 4. 4 SEop
SO
k

so daB die Differenz beider Quotienten, also S%-1: (" ': k), eine Nullfolge

bildet. Es ist also wegen (" 1— k) ~ n* zunidchst S¥-V = o (n*). Dann
ist auch
SEP = SE — SEP = o(#¥) + o(wt) = o
und ebenso?!
Sk-3) = o(n¥), ..., S,=o0m*), s,=o0(n*), a,=o(n*.

Das soeben beim Beweise erhaltene Zwischenergebnis, daB auch
S%=1 — o (n¥) ist, laBt sich als eine noch prignantere Verallgemeine-
rung des Satzes 82, 1 deuten. Irr der Tat besagt es, dal

() DYy PR
(n+k>
\ &

strebt. Wir haben also das folgende schone Analogon zu 82, 1:

Satz 4. Bei einer C,-summierbaren Reihe J a, muf notwendig

Cilima,=o0
sein.
Aber sogar der KRONECKERsche Satz 82, 3 hat hier sein genaues
Analogon, bei dem wir uns indessen auf den Fall p, = n beschrinken
wollen:

Satz 5. Bei einer C,-summierbaren Reihe ) a, muf notwendig
. ay+2ay+4----+na,
Cy-lim - At =0
semn.

1 Dje sehr einfachen, hier und im folgenden benutzten Rechenregeln fiir
die Ordnungssymbole O und o wird sich der Leser ganz leicht selbst zurecht-
legen kénnen.
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In der Tat folgt nach dem Zusatz zu 270 aus Cy(s,) — s zundchst,

daB C;_, (-siis;—ix—-*-—s") — s, und folglich nach dem Permanenzsatz,

dafl auch C, (’S'L—t’s ;E:i;f-s—")% s strebt. Subtrahiert man dies von
C.(s,) — s, so folgt unmittelbar die Behauptung

Cylim (s, — i"-ii;ﬁ;-';—'iﬁ) — C,-lim i‘f-'»i?—f‘:t—g;'—Jfﬂ‘: —o.

Durch diese einfachen Sitze ist das Wirkungsfeld des C,-Verfahrens
sozusagen nach aufen abgesteckt, denn sie sagen etwas dariiber aus,
wie weit sich das Wirkungsfeld kdchstens in das Gebiet der divergenten
Reihen hinein erstreckt. Sehr viel feiner ist die Frage, wo dies Wir-
kungsfeld im eigentlichen Sinne beginnt. Damit ist dies gemeint: Jede
im gewohnlichen Sinne zum Werte s konvergente Reihe ist auch Cy-
summierbar (und zwar fiir jedes % = 0) zum gleichen Werte s. Wo
liegt nun innerhalb der Gesamtheit aller C,-summierbaren Reihen die
Scheidelinie zwischen den konvergenten und den divergenten Reihen?
Dariiber gilt zunfichst der folgende einfache, sich nur auf das C,-Verfahren
beziehende

Satz 6. Ist die Reihe 3 a, C,-summierbar zur Summe s und strebt
S V___ra1+2ag+"'+”an
» n41
Summe s. Denn es ist (s.o0.)

so+s!_-_+—--~+s,,= a1+2a_,+~--+na,,7= P

741 n+1 "
woraus der Beweis der Behauptung abgelesen werden kann!. Der letzte
) ist. Sehr viel tiefer

I
&

-0, so ist > a, sogar komvergemt mit der

Sy —

Ausdruck strebt insbesondere — o, wenn a, = o (
liegt die Tatsache, daB es hier schon geniigt, wenn a, =0 (:‘) ist:

Satz 6a. Wenn eine Reihe ' a, C-summicrbar ist und wenn ihre
Glieder a, der Bedingung

n

w=of}
geniigen, so ist D' a, sogar komvergemt. (0-C, - K-Satz?.)

1 Mit Riicksicht auf 262, 1 (bzw. 43, Satz 2) und 82, Satz 3 kann der Satz auch
so ausgesprochen werden: Eine Reihe X ap ist dann und nuy dann konvergent, wenn
sie C -summierbar ist und Op —> o stvebt.

2 HARDY, G. H.: Theorems relating to the convergence and summability
of slowly oscillating series. Proc. Lond. Math. Soc. (2) Bd. 8, S. 301—320. 1909,
Vgl. auch die S. 498, FuBnote 4, genannte Arbeit des Verfassers. — Der Satz
schlie8t von einer C-Summierbarkeit auf die Konvergenz. Wir nennen ihn darum
cinen C — K-Satz, und zwar genauer, weil die entscheidende Voraussetzung
ein O (also die Beschrianktheit einer gewissen Zahlenfolge) benutzt, einen
0-C - K-Satz. Ein Umkehrsatz dieser Art ist zuerst von A. TAUBER, und zwar

274,
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Auf einen Beweis dieses Satzes kann hier verzichtet werden, da er
sich als einfaches Korollar aus dem LiTTLEwoobpschen Satze 287 er-
geben wird. Sein direkter Beweis wiirde nicht wesentlich einfacher sein
als der dieses spiteren Satzes.

o] [e o]
. . Yy v I . .
Anwendung. Die Reihe 2 an = D e o S o, ist nicht konver-
n=1 n=1

gent, da man nach dem Muster von S. 457, FuBnote 1, leicht bestatigt, daB fiir
n=1,2,...
1 1 [1 1 c B,
nivas 4 [;m - WWJ n2
mit beschrinkten &, gesetzt werden kann. Da ferner fiir unsere Reihe (n a,) be-

schrankt ist, so kann sie auch von keiner Ordnung C,-summierbar sein.

In naher Beziehung zum letzten Satze steht der folgende, bei dem
wir uns der Einfachheit halber auf die Summierung erster Ordnung
beschrianken wollen.

Satz 7. Eine mnotwendige wund hinreichende Bedingung fiir dic
C\-Summierbarkeit der Reihe S a, mit den Teilsummen s, zur Summe s
besteht darin, dafs

. . ed a, .
(A) die Reihe é’)v i konvergiert
T . Gn+a e — e ¥
und daf fiir thre Reste g,,—m—{-m—i— , (n=0,1, 2, ), die
Bezichung '
(B) Sat (n+ 1)@, >

besteht!. — Bezeichnet man die Teilsummen und die Summe der Reihe (A)
mit g, und @, so besagt (B), daB

(BY) s—38,— (n+1) (0 —0,) >0

strebt, daB also die Fehler (s — s,) bis auf zu o abnehmende Unterschiede
n-mal so groB sind, wie die Fehler (0 — g,).

fir das A-Verfahren bewiesen worden (s. 286); darum bezeichnet HARDY alle
Sitze, die von einer Summierbarkeit auf gewshnliche Konvergenz zuriickschlieBen,
als ,, Tauberian theorems'. Wir wollen sie als Umkehrsdtze, genauer als Limi-
tierungs- oder Mittelungs-Umkehrsiatze bezeichnen.

1 Knopp, K.: Uber die Oszillationen einfach unbestimmter Recihen. Sitzungs-
ber. Berl. Math. Ges., Jg. 16, S. 45—50. 1917.

HaRrpY, G. H.: A theorem concerning summable series. Proc. Cambridge Philos.
Soc. Bd. 20, S. 304—307. 192I.

Ein weiterer Beweis findet sich in der S. 498, FuBnote 4, genannten Arbeit
des Verfassers, wieder ein anderer bei G. Lyra: Uber einen Satz zur Theorie der
C-summierbaren Reihen. Math. Zeitschr. Bd. 45, S. 559—572. 1939. Dieser letzten
Arbeit ist der obige Beweis dafiir entnommen, da8 (A) und (B) fiir die C;-Summier-
barkeit von X an hinreichend sind.
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Beweis. 1. Za,, ses Cy-summierbar zum Werte s. Wegen a, = S, —s,_

1
ist nach 183

& Gy Sn & Sy S,
Z . = — P + Z T + 'HP_L i
1--sn+1v+ yv=n+1 v ) ‘l’+2) ”+? 2

Wegen s,= S, — S,_, ist dies nach nochmaliger Anwendung der ABEL-

schen partiellen Summation

. Sa Sy
n+2  (n+2)(n+3)

+2 3 : +Sr gy Sast
P+ +2) v+3)  mtpt2 (mtp+2) (ntp+3)

Fiir n — oo streben nun, und zwar ohne Riicksicht auf $, alle fiinf Teile

der rechten Seite einzeln — o0, da wegen der vorausgesetzten C,-Summier-

barkeit von >’ a, nach Satz 3 s, = o(n) und S, = O () ist. Also gilt (A).

Gleichzeitig erhalten wir, wenn wir bei festem » jetzt p — oo riicken lassen:

Sy 5 S,

St (nt2)en=— 7 +2("+2),=%,(v+x) CEINEI

Wegen T?—"T — s strebt dies nach 221 fiir » - oo ebenfalls — s. Folglich
gilt, da g, — o0 geht, auch (B). Also sind (A) und (B) notwendig.

11. Es seien nun umgekehrt die Bedingungen (A) und (B) erfiillt. Setzen
wir dann die in (B) linkerhand stehenden Gré8en = 1,,, so ist zundchst
Tan— Tn=lynt+ (M +2) 0ni1— (B + 1) 04
=0pt Ayyy + (71 + 2) (0n+1 — Qu) = 04

+

und also

=S+ (n+ 1) (Tp1— 7).
Hiernach ist

$,=2T,— [(n+ 1) Ty — 7 T,)
und also

So+ s+ -+ sa -2 r°+t,+~~+t,,_T '
741 %+ 1 a1

Wegen 1, - s folgt hieraus aber die zu beweisende C,-Limitierbarkeit !
der Folge (s,) zum Werte s.

Mit diesen allgemeinen Sitzen aus der Theorie der C-Summierung
wollen wir uns begniigen? und nun noch zu einigen Anwendungen
ibergehen.

Schon bei den einleitenden Betrachtungeun (S. 477/8) hatten wir
hervorgehoben, daB das Multiplikationsproblem der unendlichen Reihen,

! Der Satz 1aBt sich analog fiir Cg - Summierbarkeit aufstellen; vgl. die S. 498,
FuBnote 4 genannte Arbeit 1 des Verfassers.

t Eine recht vollstandige Ubersicht iiber die Theorie bietet A. F. ANDERSEN:
Studier over Cesiro’s Summabilititsmethode. Kopenhagen 1921, und E. Ko0G-
BETLIANTZ: Sommation des séries et integrales divergentes par les moyennes arith-
métiques et typiques. Mémorial des Sciences math., Fasc. 51. Paris 193I1.
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das bei dngstlichem Festhalten an dem alten Konvergenzbegriff einen
sehr undurchsichtigen und schwierigen Sachverhalt bot, sich durch
Zulassung des Summierbarkeitsbegriffes in einfachster Weise er-
schopfend erledigen liBt. Denn der zweite Beweis des ABELschen
Satzes (S. 331) liefert den

Satz 8. Das CaucHysche Produkt 3¢, = 3(agb, +ayby_y+ -+ +a,by)
zweter konvergenter Rethen 3 a, = A und X)b, = B ist stets C,-summier-
bar zum Werte C = A - B.

Dariiber hinausgehend beweisen wir jetzt den folgenden all-
gemeineren

Satz 9. Ist Ya, eine Co- und b, eine Cpy-summierbare Reihe mit
den Werten A bzw. B (x und B ganzzahlig = o), so ist auch ihr CAUcHY-
sches Produkt N c, = > (agh, + ayb,_, + - - - a,b,) eine spitestens
C,-summierbare Rethe mit dem Werte C=A-B, wenn y =a + 8+ 1
gesetzt wird.

Beweis. Bezeichnen wir die GroBen, die bei der allgemeinen
Beschreibung 265, 3 des C-Verfahrens mit S®) bezeichnet wurden,
fiir unsere drei Reihen beziiglich mit A®, B#), C?, so ist! fiir |x]| < 1
wegen Ya,x" 3 b, a" = 3 ¢, 1"

I 1 I
(T‘_T)EIZ%"“(I—_‘W; 2bpan= U—_;;:Jc,.x",
also nach 265, 3
C? = A},"’ B(B>+A(IG)B<3)1+ ... +A(n) B(()ﬂ)
n n n- n .

Hieraus folgt aber nach dem Satze 43, 6 unmittelbar die Behaup-
tung. Man hat, um dies zu erkennen, in dem genannten Satze nur

v+oa\/m—v+f
A® B ( v )( n—v )
S R L N G5
zu sctzen, so dal
2.4 ﬂja x
<”1~y)_“'=o ny ryn—r

wird. Nach den jetzigen Voraussetzungen strebt nimlich x,—> 4,
¥,—> B, und die a,, erfiillen offenbar die 4 Voraussetzungen jenes
Satzes. Also strebt der letzte Ausdruck fiir » — + 00 gegen A B.

1 Wegen a, = o(n%), b, = o(nf) sind die benutzten Potenzreihen fiir | 2| < 1
absolut konvergent.
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Beispielc und Bemerkungen.

1. Multipliziert man die Reihe J'( - 1)* wiederholt mit sich selbst, so erhalt
man die Reihen

® L PR _
(k—x)’!lg.(')(ﬂ)( [ > (h=12...).

Da die Ausgangsreihe (kK = 1) nach 262 C,-summierbar ist, so ist ihr Quadrat
(spatestens) Cg-summierbar, die dritte Potenz (spitestens) Cg-summierbar usw.
Nach 268, 2 wissen wir aber, daB die A* unserer Reihen schon (genau) C,-summier-
bar ist.

2. Diese Beispiele zeigen, daB die durch den Satz 9 angegebene Ordnung
der Summierbarkeit der Produktreihe nicht die genaus Ordnung zu sein braucht
und in speziellen Fallen wirklich zu hoch sein kann. Das ist insofern nicht iiber-
raschend, als wir ja schon wissen, da das Produkt zweier konvergenter Reihen
(k = o) wieder konvergent ausfallen kann. Die Bestimmung der genauen Ord-
nung der Summierbarkeit der Produktreihe erfordert spezielle Untersuchungen.

Zum AbschluB wollen wir noch auf einen anderen Satz eingehen,
der durch Einfilhrung der Summierbarkeit an Stelle der Konvergenz
erheblich verallgemeinert werden kann, den ABELschen Grenzwertsatz
100 bzw. dessen Erweiterung 233:

Satz 10. Hat die Potenzreshe f(z) = 3 a,z" den Radius 1 und ist 278.
sie in dem Randpunkte + 1 des Einheitskreises noch C,-summierbar
zum Werte s, so strebt auch

Ja, " =f(z) >s

foir jede Anniherung von z an +1, bei der z auf einen Winkelraum
beschrinkt bleibt, der von trgend zwei festen Strahlem gebildet wird, die
von +1 n das Innere des Einheitskreises dringen (s. Fig. 10, S. 419).

Beweis. Wir wihlen wie beim Beweise von 233 ecine belicbige,
im Innern des Einheitskreises und im Winkelraum liegende, gegen
+1 strebende Punktfolge (25,2, ..., 2, ...) und haben nur zu
zeigen, daB f(z;) — s strebt. Wenden wir aber den ToepLiTzschen
Satz 221 auf die nach Voraussetzung — s konvergierende Zahlen-

k . . .
folge o, = Sf,"):(”: ) an® und benutzen die Matrix (a;,) mit

n+4k
A3 n >:< k >(I _zl)k+l.z‘i"

so liefert er sofort, daB auch dic transformierte Folge

© ©
0')', :Zalnon = (I - zl)k+1' 25,(.")'2';—%'8
n=0 n =0

strebt. Wegen J'SWzn = (I—:Iz)Ti f(2) ist dies aber genau der In-

halt der Behauptung. Damit wire also schon alles bewiesen, wenn
wir noch zeigen, daB die gewihlte Matrix (a;,,) die Voraussetzungen (a),

1 Es ist k jetzt die feste Ordnung der vorausgesctzten Summierbarkeit!
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(b) und (c) der Sitze 221 erfiillt. Wegen z, — 1 ist dies fiir die Voraus-
setzung (a) evident; und wegen

I
(T—z)x+t —

4; = Zaln = (1 — z)k+!

©
0

s

k .
(n-lt- )z;, _ (I _ z;')"“'

S

n

it
[~

ist auch (c) erfiillt. Die Bedingung (b) endlich verlangt die Existenz
einer Konstanten K’, so daB fiir alle 4

Zlara| = (LI —al )<k
n

1 —|z|

bleibt. Nach den Erwigungen von S. 420 leistet dies aber ersichtlich
die Konstante K’ = K*+1, wenn K die dort festgelegte Bedeutung hat.

Fir % = o haben wir hierin genau den S. 419/20 durchgefiihrten
Beweis des ABELschen Grenzwertsatzes in der Srtorzschen Verall-
gemeinerung. Fir k& = 1 ergibt sich einc zuerst von C. FROBENIUS!
angegebene Verallgemeinerung dieses Grenzwertsatzes, und fir
k=2, 3, ... erhdlt man weitere Stufen der Verallgemeinerung, wie
sie im wesentlichen von O. HOLDER? herrithren — mit H,- statt C,-
Summierbarkeit und mit radialer Anniherung statt solcher im Winkel-
raum — und wie sie in der bewiesenen Form (wenn auch mit ganz
anderen Beweisen) zuerst von E. LAsker® und A. PRINGSHEIM? aus-
gesprochen worden sind.

Da nach diesem Satz 10 insbesondere fiir reelle gegen + 1 wach-
sende x gleichfalls lim (Y a,x") = s ist, so kénnen wir den wesent-
lichen Inhalt des Satzes auch durch folgende kurze Formulierung
wiedergeben, durch die er sich noch besser in den jetzigen Zusammen-
hang einordnet:

Satz 11. Aus der C,-Summierbarkeit einer Reihe 3 a, zum Werte s
folgt stets thre A-Summierbarkeit zum gleichen Werte.

Die weiteren Anwendungen der C,-Summierbarkeit fithren, von
der im niichsten Paragraphen ausfiihrlicher behandelten C,-Summierbar-
keit der Fourierreihen abgesehen, meist zu tief in die Funktionen-
theorie hinein, als daB wir hier ausfithrlicher darauf eingehen kénnten.
Doch mochten wir es uns nicht versagen, zum Schlul noch, ohne auf
die Bewcise einzugehen, iiber eine Anwendung zu berichten, dic zu
besonders schonen Ergebnissen gefiilhrt hat. Es ist dies die Anwen-
dung der C,;-Summierbarkeit auf die Thcorie der DiIRriCHLETschen
Reihen.

1 Journ. reine u. angew. Math. Bd. 89, S.262. 1880.

2 Vgl. die S. 481, FuBnote 2, gcnannte Arbeit.

3 Philosoph. Transactions Bd. 196A, S. 431. London 19o1.
4 Acta mathematica Bd. 28, S. 1. 1904.
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Die DiricHLETsche Reihe

1) = 3

ns

n=1
ist fir alle z konvergent, fiir die R (z) > o ist, fir alle andern diver-
gent!. Im Punkte o aber, wo es sich um die Reihe 3’ (—1)"~1 handelt,
n=1
ist sie C,-summierbar mit der Summe 3; im Punkte —1I, wo es sich

um die Reihe Zm (—1)"~'n handelt, ist sie (vgl. S. 482) C,-summier-

n=1

bar mit der Summe 1— ; und die 268, 3 gemachten Angaben lehren,
daB die Reihe fir z = —(k — 1) noch C,-summierbar ist mit der
2k —1

Summe —— B;, welchen ganzzahligen Wert = 2 auch % haben mag.

Diese Eigenschaft nun, auBerhalb ihres Konvergenzgebietes f(z) > o
fiir ein passendes % noch C,-summierbar zu sein, beschrinkt sich nicht
auf die genannten Punkte, sondern man kann mit verhiltnismiBig
einfachen Mitteln zeigen, daB unsere Reihe fiir alle z, fir die
R (2) > —k ist, noch C;-summierbar ist. Und zwar ist die Ordnung
dieser Summierbarkeit genau = k fir alle der Bedingung

— k<R < — (k— 1)

geniigenden Punkte z, die einen leicht zu erkennenden Streifen der
z-Ebene erfiillen. Der Konvergenzgrenzgeraden gesellen sich also Grenz-
geraden fir die Summierbarkeit der verschiedenen Ordnungen zu,
und zwar ist hiernach das Gebiet, in dem die Reihe von spaifestens
kter Ordnung summierbar ist, die Halbebene

R(z) > — k&, (k=0,1,2,..).

Wihrend also friiher nur jedem Punkte der rechten Halbebene R (z) > o
—1)n-1

eine ,,Summe’’ der Reihe 2 (——2,— zugeordnet wurde, wird jetzt
jedem Punkte der ganzen Ebene eine solche Summe zugeordnet, durch
die Reihe also in der ganzen Ebene cine Funktion von z definiert. Ganz
dhnlich nun, wie im Konvergenzgebiet unserer DIRICHLETschen Reihe,
148t sich nun weiter zeigen, daB diese Funktionswerte auch in dem
Summierbarkeitsgebiete — also in der ganzen Ebene — eine analy-

tische Funktion definieren. Durch unsere Reihe wird also eine ganze
Funktion definiert?.

0
2 1
1 Es ist f(2) =(I —_ —2—,> {(2), wenn {(2) =2;; die RiEmanNsche {-Funktion
n=1
bezeichnet. (Vgl. 256, 4, 9, 10 u. 11.)
? Hieraus folgt dann ziemlich leicht iiber die RiEmannsche {-Funktion das

wichtige Ergebnis, daB auch die Funktion {(z) —

p— eine ganze Funktion ist.
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Ganz &dhnliche Summierbarkeitsverhiltnisse weist nun im all-
gemeinen jede DIRICHLETsche Reihe

(<] an
“ne
n=1
auf!. Neben die Konvergenzgerade R(z) = A oder Ay, wie wir nun lieber
schreiben wollen, weil Konvergenz mit C,Summierbarkeit gleich-
bedeutend ist, treten noch die Grenzgeraden R(2) =4, fir die C,-
Summierbarkeit (¢ =1, 2, ...). Sie sind charakterisiert durch die
Bedingung, daB die Reihe fir R (z) > 4; von spitestens kter Ordnung
summierbar ist, wihrend dies fiir kein z mit R (z) << A, mehr der Fall
ist. Es ist natiirlich 4,=4, =4, = ..., und die A; streben daher
entweder — — 00 oder gegen einen bestimmten endlichen Grenzwert.
Bezeichnen wir diesen in beiden Fillen mit A, so ist die vorgelegte
DiricHLETsche Reihe fiir jedes z mit R(z) > A bei passender Wahl
von k noch C,-summierbar, und ihre Summe definiert eine in diesem
Gebiete regulire analytische Funktion. Ist A endlich, so wird die
Gerade R (z) = A als die Summierbarkeits-Grenzgerade bezeichnet.
Zur Untersuchung der allgemeineren DirICHLETschen Reihen
(s. S. 456, FuBnote 1)
Sa,ee

hat es sich als zweckmaBiger erwicsen, die RiEszsche R, ;-Summier-
barkeit zu benutzen. Vgl. das 266, 2 genannte Biichlein von HArbY
und RiEgsz.

§ 61. Anwendung der C,-Summierung auf die Theorie
der FOURIERschen Reihen.

Abgesehen von dem greifbaren Vorteil aller Summierungsverfahren,
der darin besteht, daB viele unendliche Reihen, die wir bisher als sinn-
los verwerfen muBten, nunmehr einen brauchbaren Sinn bekommen
und daB dadurch also das Anwendungsfeld der unendlichen Reihen
sehr erheblich erweitert wird, liegt das theoretisch auBerordentlich
Befriedigende dieser Verfahren darin, daB viele verworrene und undurch-
sichtige Sachverhalte durch ihre Einfiihrung nun plétzlich von duBerster
Einfachheit werden. Ein erstes Beispiel hierfiir bot das Multiplikations-
problem unendlicher Reihen (s. S. 478, sowie 506). Aber die in diesem
Sinne vielleicht schénste und auch praktisch bedeutungsvollste An-
wendung der C,-Summierung ist diejenige, die L. FEJéR von ihr auf

1 Bour, H.: Uber die Summabilitat DiricHLETscher Reihen, Gott. Nachr.
1909, S.247 und: Bidrag til de Dirichletske Rakkers Theori, Dissert., Kopen-
hagen 1910.
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die Theorie der Fourierreihen gemacht hat!. Hier sahen wir (S. 381/82),
daB die Frage nach den notwendigen und hinreichenden Bedingungen,
unter denen die Fourierreihe einer integrierbaren Funktion konver-
giert und die gegebene Funktion darstellt, duBerst schwierig ist. Ins-
besondere weill man z. B. nicht, was fiir notwendige und hinreichende
Bedingungen eine an einer Stelle x, stetige Funktion dort noch zu er-
fillen hat, damit ihre Fourierreihe in diesem Punkte konvergiert und
den betreffenden Funktionswert darstellt. Wir haben in § 49, C ver-
schiedene Kriterien dafiir kennen gelernt; aber sie hatten alle nur
den Charakter hinreichender Bedingungen. Lange vermutete man auch,
daB jede in x, stetige Funktion f(x) eine Fourierreihe besitzt, die dort
konvergiert und die Summe f(x,) hat. Erst durch ein Beispiel von
DU Bors-REYMOND (s. 216, 1) wurde diese Vermutung zuschanden.
Die Fourierreshe einer in x, stetigen Funktion kann dort tatsichlich
divergieren.

Noch schwieriger wird die Frage, wenn wir — als zundchst wohl
geringstes MaB an Voraussetzungen iiber f(x) — nur verlangen, daf8
die (integrierbare) Funktion f(x) an der Stelle %, so beschaffen ist, daB

tliToé [/ (%o + 22) + f (%o — 22)] = s(%)
existiert. Was fiir notwendige und hinreichende Bedingungen muf die
Funktion f(x) dariiber hinaus noch erfiillen, damit ihre Fourierreihe in
%o konvergiert und die Summe s(x,) hat?

Wie betont, ist die Frage noch keineswegs beantwortet. Aber dieser
verworrene und undurchsichtige Sachverhalt wird nun aufs befriedi-
gendste geklart, wenn man an Stelle der Konvergenz die Summier-
barkeit — und zwar geniigt schon die C,-Summierbarkeit — der Fourier-
reihen in Betracht zieht. Es gilt nimlich der folgende schone

Satz von FEJER. Ist fir die in o< x =27 integrierbare, mit 27 280,
periodische Funktion f(x) an einer Stelle xy dieses Intervalles der Grenz-
wert

t]irf()—?_, [f (xo + 28) + f (%o — 22)] = s(%,)

vorhanden, so ist thre Fourierrethe dovt stets C-summierbar zum Werte s (x,).

Beweis. Ist

=

5 g+ § (a, cos n xq + b, sin 7 x,)
n=1
die Fourierreihe von f(x) an der Stelle x,, so hatten wir S. 367/71 fiir

1 yejkr, L.: Untersuchungen iiber die FouriErRschen Reihen. Math. Ann.
Bd. 58, S. 51. 1904.
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die nte Teilsumme derselben gefunden:

12'4
LU (%o + 28) + f (xg — 28] 22C2E D gy

sin ¢

m=o0,1,...).
Folglich ist fiir n =1, 2, ...

Sot st S

T

2
= 23U trot 20 4 f (g — 2g) R TR oGm0y,
0

sin ¢

Nun war nach 201, 5 fir ¢ = kn

. . . in?n ¢

sint +sin3é+4-- -4 sin(2n — I)t-—-sﬂ?.——"—,
sin ¢

und dies gilt auch noch fiir £ = 2z, wenn man dann unter dem rechter

Hand stehenden Quotienten dessen Grenzwert fiir ¢ — kx versteht,

welcher ersichtlich o ist. Folglich ist?

S+8+ -+ 8r—-1
Opy = 0 1 = n

z
2

= %f‘i‘ [f (o, + 28) + f (o, — 2)] (si: n t)gtlt.

int
0

In der Tatsache, daB in diesem Integral — man nennt es kurz das
Frjérsche Integral — im Gegensatz zum DIRICHLETschen Integral der

.. ¢
kritische Faktor S: -

— im Quadrat auftritt und also nur einerlei Vor-

zeichen haben kann und daB iiberdies der Faktor 71; davor steht, liegt

das Gelingen des weiteren Beweises begriindet. Ist nun der Grenzwert

Hm L[/ (xg + 28) + f(xg — 28)] =s(xg) = s
t—>+0

vorhanden, so behauptet der FEJ£Rsche Satz einfach, daB o, — s strebt.
Dazu bemerken wir zunichst, daB

sin 72 £\2 .4
() g — w2
sin ¢ 2

1 Wir bezeichnen hier die arithmetischen Mittel der s, mit o, = 0, (#) statt
mit s, =5’ (¥), um Verwechslungen mit der Ableitung auszuschlieSen.

Celn
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ist1, denn der Integrand ist seiner Entstehung nach
. é‘;rsin(zv— 1)t
A " sing

. . . . ..
und jeder Summand dieser Summe liefert, wenn man ihn von o bis —

integriert, den Wert %, denn es ist ja

sin(2v — 1)t

o =1I+2cos2t+ 2cos4t+ .-+ 2cos2(v—1)t.
Daher kann x
2
2 sin n £\2
s:nfs'(sint> dt
0
und also .
2
2 fro+ 28+ f(xg— 21) sin n £\2
a"‘l—sﬁﬁj‘[ﬁﬁ 2 —s]'<sint) at
0

gesetzt werden. Nach Voraussetzung strebt hier der Ausdruck, der
in der eckigen Klammer steht, — o fiir £ — + 0. Damit also o,,_, oder
o, —> s strebt, geniigt es, dies zu zeigen:

Wenn ¢@(t) in o... % integrierbar ist und der Bedingung 281.
lim ¢(f) =0
t—>+0
gendigt, so strebt ber wachsendem n
Ed
z 2
2 sinnt
= [o0- (5r) at~o.
0

Das ergibt sich nun tatsichlich durch allereinfachste Abschidtzungen.
Wegen ¢@(t) - 0o kann man ndmlich, wenn & > o gegeben wird, ein

positives § < i:— so bestimmen, daB fiir o <?¢ < 8 stets |p(t)] < —;—
bleibt. Dann ist
3

2 sinnt\2

20 (57) ‘“I
0

da ja das letzte Integral einen positiven Integranden hat und also

kleiner bleibt als das von o bis —121 erstreckte Integral iiber denselben

é

£ 2 sin n#\2 &
2 nn (sint)dt<7’
0

IA

1 Man kann diesen Integralwert direkt aus dem Frj%rschen Integral selbst
ablesen, indem man es auf die Funktion f(¥) =1 anwendet, firr die gy = 2 ist
und alle andern Fourierkonstanten = o werden.

Kaopp, Unendliche Reihen. 5. Aufl. 33
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Integranden. Andrerseits gibt es eine Konstante M, so daB in
0 <t<Z stets |p(t)| < M bleibt. Folglich ist

T

_2_J?(p(t).(sinnt>2dt éz_]w_fz_gr:_ﬁs

nm sint nn

Und da hier alles auBler » feste Werte hat, so kann man #n, so gro8
nehmen, daB fiir » > n, dieser Ausdruck seinerseits < % bleibt. Dann

ist aber fiir diese # stets

!an—l - S! <e,
und es strebt also o, — s. Damit ist der FEJERsche Satz in vollem
Umfange bewiesen?!.

Zusatz 1. Ist f(x) in dem abgeschlossenen Intervall 0 < x < 2%
stetig und ist iiberdies f(0o) = f(2x), so ist die Fourierreithe von f(x)
fiir jedes x stets C,-summierbar mit der Summe f(x). Denn nun sind
die Voraussetzungen des FEJERschen Satzes gewiB fir jedes x erfiillt, und
man hat stets s(x) = f(x). Dabei denken wir uns wie immer die Funk-
tion f(x)inden Intervallen2 kn < x <2 (k4 1), (k=+1,42,.. ),
durch die Forderung .der Periodizitit f(x) = f(x — 2 kx) festgelegt.

Wir behaupten nun weiter:

Zusatz 2. Unier den Bedingungen des vorigen Zusatzes ist die fiir
alle x bestehende C,-Summierbarkeit sogar eine fiir alle diese x gleich-
mdpige, d. h. die Folge der Funktionen o, (x) strebt fiir alle x gleich-
mafig gegen f(x), oder also: Nach Wahl von & > o 1dBt sich eine
Zahl N so angeben, daB fiir alle » > N ohne Riicksicht auf die Lage
von x stets

bleibt 2.
Beweis. Wir haben nur noch zu zeigen, da man die Abschitzungen

des vorigen Beweises so durchfiihren kann, daB sie fiir jede Lage von x
gelten. Nun ist aber

o) =@t %) =5[f(x + 28 — ()] + [/ (x — 28) — f()];
und da f(x) als durchweg stetige und periodische Funktion auch fiir
alle x gleichmiBig stetig ist (vgl. § 19, Satz 5), so kann man, nach-
dem ¢ gegeben ist, ein 8 > 0 so-bestimmen, daB fiir alle |¢| < 8

| £28) —f(x)] < =

1 Beildufig sei noch erwiahnt, daB die Approximationskurven y = 0,(x)
die GiBssche Erscheinung (s. 218, 4) nicht aufweisen (FEj£r, L.: Math. Ann.
Bd. 64, S.273. 1907).

2 Das Entsprechende gilt iibrigens auch in dem allgemeinen Satz von FEJER
fiir jedes abgeschlossene Intervall, das einschlieBlich seiner Enden in einem offenen
Intervall liegt, in dem f(x) stetig ist.

lon(x) — f(x)] <e



282a. § 61. C,-Summierung der Fourierschen Reihen, 515

bleibt, — und dies fiir jede Lage von x. Dann ist aber auch — ohne
Riicksicht auf die Lage von x — fiir diese ¢ stets

lo)] =@, 2| <<

und also wie vorhin
s

e foo (552 at

0

<.
2

Ferner ist f(x) als durchweg stetige und periodische Funktion auch
beschrinkt. Ist etwa stets |f(x)| < K, so ist, wie man sofort sieht,
stets, d. h. fiir alle t und alle x,

lo@)| = o, 2)| <2K
und also ganz ihnlich wie vorhin

E

2
2 sinn #\2
n_n.]‘(p(t)( sin¢ ) at
3
Nun kann man wirklich etme Zahl N so bestimmen, daB dieser letzte

Ausdruck fiir alle # = N stets < % bleibt. Fiir diese # ist dann also

|ga—1 —s| < & so daB sich tatsichlich, wie behauptet, dem gegebenen &
etne Zahl N so zuordnen 1iB8t, daB fiir alle # > N und ohne Riick-
sicht auf die Lage von x stets

loa(x) —f(x)| <e

IA

I
#n sin%2é’

bleibt.
Als leichte Anwendung ergibt sich aus diesen Sitzen noch der wichtige

WEIERSTRASSsche Approximationssatz. Ist F(x) eine in dem ab- 282a.
geschlossenen Intervall a < x < b stetige Funktion und ist ¢ >0 beliebig
gegeben, so gibt es stets ein Polynom P(x) mit der Eigenschaft, daf in
a2 b

|F(x) — P(x)| <&
blesbt.
b—a

Beweis. Setzt man F(a +—; x) = f(x), soist f(x) in o< x<m

definiert und stetig. In # < x < 2nx werde, wie in § 50, 2. Art,
f(%) = f(2 m— x) gesetzt und fiir alle iibrigen x durch die Periodizit4ts-
bedingung (¥ + 2 #) = f(x) definiert. Damit ist f(x) durchweg stetig.
Hat nun o,(x) fiir diese Funktion f(x) dieselbe Bedeutung wie im vor-
angehenden Satze, so 148t sich ein Index m so wiahlen, daB fiir alle x

£ (%) — om(®)| <=

bleibt. Dieses o,,(%) ist aber eine Summe endlich vieler Ausdriicke
33*
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der Form acos px und bsingx und laBt sich also unter Benutzung
der Potenzreihen des §24 durch eine bestindig konvergente Potenz-
reihe, etwa durch

Cotex+---Fcx+- -
darstellen. Da diese in 0 £ x < & gleichmiBig konvergiert, 148t sich
endlich % so bestimmen, daB, wenn das Polynom

Cot+ €%+ o+ xk = p(x)
gesetzt wird, in 0 < x < =« stets

[0m(x) — p(x)] < =
und also
[H{x) — p(x)| < e

bleibt. Setzt man nun noch
p(f=2m) = Pl

so ist P(x) ein Polynom der verlangten Art, da jetzt in a < x < b stets

|F(x) — P(x)] < &
bleibt.

§ 62. Das A-Verfahren.

Der letzte Satz des § 60 lehrte schon, daB das Wirkungsfeld des
A-Verfahrens diejenigen aller C,-Verfahren umfaBt. Insofern ist es den
C- und H-Verfahren iiberlegen. Es ist auch nicht schwer, Beispiele
von Reihen anzugeben, die zwar A-summierbar, aber von keiner noch
so hohen Ordnung Ci-summierbar sind. Es geniigt schon, die Potenz-

reihenentwicklung 3 a,x" von
1

@) = et=
ander Stelle x = — 1 zu betrachten. Da offenbar limf(x) fir x - — 1+ 0
existiert und = Ve ist, so ist die Reihe 2 (—1)"a, hiernach 4-sum-
mierbar zum Werte }/e. Wire sie aber C,-summierbar fiir ein be-
stimmtes %, so miiBte nach 271 a, = o(n*) sein. Einen bestimmten
Koeffizienten a,, findet man nun, indem man die Koeffizienten von x®
in den Entwicklungen der einzelnen Glieder der fiir | x| < ¢ < 1 gleich-
miBig konvergenten Reihe
1

e F =14 —— 4

I—x ;(1—-

1 I I I

x)“+."+;v_!(1_-—_;);’+.‘.

addiert (s. 249). Da hierbei ersichtlich alle Entwicklungskoeffizienten
positiv sind, so ist 4, jedenfalls groBer als der Koeffizient von " in
der Entwicklung eines einzelnen dieser Glieder. Greift man das (% 4-2)te
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heraus, so sieht man, daB3
I n4+k41 nk+1
“> Gl ata ) 6T AT
ist. Bei festem % strebt also a,: #* sicher nicht — 0, sondern im Gegen-
teil — 4 oo.

Ist hiernach das A-Verfahren wirksamer als alle C,-Verfahren
zusammen genommen, so ist es doch durch die sehr einfache Fest-
stellung begrenzt, daB seine Anwendung auf eine Reihe 3 a, die Kon-
vergenz von Y a,x" bzw. 3's,x" fiir |x| < 1 erfordert

Satz 1. Ist die Rethe > a, mit den Tetlsummen s, A-summierbar, so 283.
ist notwendig

Yl <z wnd il s
oder also, was genaw dasselbe besagt, fiir jedes noch so kleine ¢ > o
a,=0(x4¢&") wund s,=0(1+ &)").

Hierin haben wir ein Gegenstiick zu Satz 3 des § 60 zu sehen; aber
auch dessen Sitze 4 und 5 haben hier genaue Analoga:

Satz 2. Bei etner A-summierbaren Reihe 3 a, muf notwendig 284,
A-lima, =0 wund sogar A-limAaT2lattra
n 41

setn.

Beweis. Die erste dieser Beziehungen besagt, daB (1 — x) 3 a,x"
fiir x - 1 — 0 gegen o streben soll. Das ist aber fast selbstverstind-
lich, da nach Voraussetzung ja 3 a,x" — s strebt. Die Richtigkeit der
zweiten Beziehung ergibt sich im AnschluB an den Beweis von 273
wieder aus den beiden Beziehungen
* (x—x)3s,a"—>s und (1—2)- thiff;i:“-fr PR
durch Subtraktion, von denen die erste lediglich die Voraussetzung
der A-Summierbarkeit von 3 a, zum Ausdruck bringt, wihrend die
zweite sich ohne Schwierigkeit aus ihr folgern 1aBt. Denn aus

(r —=x) s, 2" —s folgt zunichst (1 —x)2 3 (sq+ s+« « - +8,)2"—>s
nach 102. Und daB hieraus die zweite der Beziehungen (*) folgt, ist
lediglich ein Spezialfall des folgenden einfachen Grenzwertsatzes:

Hilfssatz. Wenn fiir x—> 1 —o0 eine in 0 < x << 1 integrierbare 285,
Funktion f(x) der Beziehung

(x —x)?2f(x) >s
gendigt, so strebt auch

(x —x)-off(t)dt= (1 — x) F(x) > s.



286

518 XIII. Kapitel. Divergente Reihen.
Der Beweis folgt unmittelbar aus der sog. Regel von de 1'Hospital,
nach der
lim E® _ jim F®

510 C(8) 41 4 Gx)

ist, falls der rechtsstehende Grenzwert existiert, falls G(¥) > o ist und
fiir x > I —o0 gegen + oo strebt. Man hat in ihr nur G(x) = (1 — a)
zu nehmen. Direkt ergibt sich der Beweis so!:

Wir setzen (r— x)?® f(x)=s+g(x). Dann strebt p(x) -» o fir
x—I—o0, und wir konnen nach Wahl von £ >0 ein x; ino< g%, <1
so angeben, daB fiir x, < x < 1 stets |p(x) | < % bleibt. Dann ist fiir
diese x

(1—x)? 2

%y
=9 F@—s|<t—=|s|+a—n] [ 28 dx|+ L.
0
woraus in iiblicher Weise die Behauptung folgt.

Durch diese Sitze 1 und 2 haben wir das Wirkungsfeld des
A-Verfahrens nach auflen einigermaBen abgegrenzt. Sehr viel feiner
ist wieder die Frage (vgl. die Ausfithrungen von S. 503), wo jenseits
der ohnehin konvergenten Reihen seine Wirksamkeit beginnt. In dieser
Richtung liegt der folgende von A. TAUBER? herriihrende

Satz 3. Eine A-summierbare Reihe 3 a,, fir die na,— o strebt,
fir die also

ist, ist schon tm gewihnlichen Sinne konvergemt. (0-4 — K-Satz.)

Beweis. Ist & > o gegeben, so wihlen wir ein 7, > 0 so, daB
fiir n > n,.

py lalt 2ol do ot mloal _ e
n 3

o lii-2)=s|<5. ()= Zauw),

bleibt. (Hiervon kénnen a) und c) nach Voraussetzung und ebenso b)

a) ma,| < %,

’

1 Der Beweis verliuft ganz analog wie bei 43, 1 und 2. — Die Bedeutung
des in Rede stehenden Schlusses von der ersten auf die zweite der Beziehungen (*)
kann auch so formuliert werden: Aus A-lims, = s folg¢ AC,-lims, =s. Denn
es handelt sich an zweiter Stelle um die sukzessive Anwendung erst des C,-, dann
des A-Verfahrens zur Limitierung von (s,).

? TAUBER, A.: Ein Satz aus der Theorie der unendlichen Reihen. Monatsh.
f. Math. u. Phys. Bd. 8, S.273—277. 1897. Vgl. hierzu S. 503, FuBnote I1.
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in Verbindung mit 43, 2 erfiillt werden.) Dann ist fiir diese # und fiir
positive x < 1

n ©
S —s=f(x) —s+ Ja, (1 —x) — Ja,x.
r=1 r=n+1
Beachtet man nun, daB in der ersten Summe
(I—2)=@@d—2)T+2x4+---F+2)Y<p(1—2)

und in der zweiten |a,| = ﬁ?—‘— < ;—" ist, so folgt, daB

n
€
‘sn_ 3‘ = l/(x) - SI + (1 — x)'/;?ll”a»[ + =7
ist, und zwar fiir alle positiven x << 1. Wihlen wir speziell ¥ = 1 — ":T'
so folgt nach a), b) und c) weiter, daB fir n > n,

€ & &
lSn—-S‘<'3—+—3‘+—3‘——€

ist. Also strebt s, —s, w.z.b. w.

Versteht man bei diesem Beweise unter ¢ nicht eine beliebig vor-
geschriebene, sondern eine passend gewihlte (hinreichend groBe) positive
Zahl, so lehrt er zugleich die Richtigkeit des folgenden Zusatzes:

Zusatz. Eine A-summierbare Reithe 3 a,, fir die (na,) beschrinkt
ist, fiir die also

I
2 =0(5)

1st, hat beschrinkte Teilsummen.

Der sehr ihnlich lautende Satz 6 in § 60 legt die Vermutung nahe,
daB hier auch ein 0-4 — K-Satz gilt, der also die Konvergenz der
Reihe 3'a, aus ihrer A-Summierbarkeit schon dann erschlieBt, wenn

man beziiglich der a, nur voraussetzt, daB sie = O (%) sind. Dieser Satz
gilt in der Tat und ist 1910 von J. E. LITTLEWOOD! bewiesen worden:

Satz 4. Eine A-summierbare Reihe 3 a,, fiir deren Glieder die Be-
ziehung
I
a, = 0 <‘;‘)

gilt, fir die also (n a,) beschrinkt ist, ist schon im gewohnlichen Sinne
konvergent. (0-A — K-Satz.)

Vorweg sei bemerkt, daB dieser Satz den Satz 6 des § 60, wie dort
schon erwihnt, als Korollar enthilt. Denn ist eine Reihe C;-summierbar,
so ist sie nach § 60, Satz 11, auch 4-summierbar. Jede Reihe also, die

1 The converse of Abel’s theorem on power series. Proc. Lond. Math. Soc.
(2) Bd. 9, S. 434—448. 1911.

2817.
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den Voraussetzungen des Satzes 6 in § 60 geniigt, erfiillt auch die
Voraussetzungen des eben formulierten LiTTLEWoODschen Satzes und

ist also konvergent.
Die bisher bekannten Beweise dieses LITTLEwooDschen Satzes

waren, obwohl sich viele Forscher damit beschiftigt hatten, recht
kompliziert!; erst 1930 ist von J. KARAMATA? ein iiberraschend einfacher
Beweis desselben gefunden worden. Seiner Darstellung schicken wir den
folgenden fast selbstverstindlichen Hilfssatz voraus:

Hilfssatz. Es seien g und ¢ beliebige positive reelle Zahlen und f(t)
die folgende tn o0 < t < 1 definierte und iiber dies Intervall (im RIEMANN-
schen Sinne) integrierbare Funktion® (s. Fig. 13):

0in 0t < e—(1te),

L in e—a+e <t<el,

1) =
oin el Lt 1.

Dann gibt es stets zwei Polynome p (f)
und P (t), die den beiden Bedingungen

@ PO =/O)=P@) m o=t=1,

£ 1
(b) of (Pt)—p(t)dt<e

I
I
I
I
I
1
|
]
!
H

2, A

Fig. 13.

gentigen.
Beweis. Es sei (vgl. die nur schematisch gezeichnete Fig. 13)
OAA’'B’'BE das Bild der Funktion f(¢), so daB A und 4’ die Abszisse
e~1+e B und B’ die Abszisse ¢~1 haben. Man wihle nun ein posi-
tives §, das kleiner als die Abszisse von A, kleiner als die halbe Diffe-
renz der Abszissen von A und B und iiberdics

&
_— e"(1+0)
< 2

ist, und markiere die Punkte A4,, A, sowie B,, B,, die auf dem ge-
nannten Kurvenbilde von f(f) liegen und die Abszissen e~ (1+e) 4 §
bzw. e1+ 8 haben. Dann sind die Linienzige OAA4,B,BE und
0A,A’'B'B,E (von denen die Stiicke 4,B, bzw. A’B’ auf der Kurve

—:- liegen, alle iibrigen geradlinig sein sollen) die Bilder je einer stetigen

1 Vgl. neben der in der vorigen FuBnote genannten Arbeit etwa E. LANDAU
Darstellung und Begriindung einiger ncuerer Ergebnisse der Funktioncntheorie.

1. Aufl. S, 45—56. 1916; 2. Aufl. S. 57—62. 1929,
2 KARAMATA, J.: Uber die HarpY-LiTTLEWOODsche Umkehrung des ABEL-

schen Stetigkeitssatzes. Math. Zeitschr. Bd. 32, S. 319—320. 1930.
3 Der Satz gilt unverandert fiir jede im RiEMANNschen Sinne integrierbare

Funktion.
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Funktion g(¢) bzw. G(f), die ersichtlich den Bedingungen
(@) g =ft)=G@H) nost=1,

(v) Jen —ewa <3

geniigen. Nach dem WEIERSTRASSschen Approximationssatze (282a)

gibt es nun ein Polynom p (¢), das sich von der stetigen Funktion g (¢) — %—

in 0 £ ¢ < I um weniger als % unterscheidet :

lg(‘)—%—i’(t)l<%in o<t<1.

Ebenso gibt es ein Polynom P (¢), das sich vonG(¢) + %— dort auch um

. € .
weniger als ) unterscheidet :

Ic:(z)Jr-i--P(t)|<i4 ino<t<1.

Diese Polynome geniigen dann offenbar den Bedingungen (a) und (b)
des Hilfssatzes.

Beweis des LITTLEWOODschen Satzes.

1. Nach dem Zusatz zu Satz 3 bilden die (s,) unter den jetzigen
Voraussetzungen eine jedenfalls beschrinkte Zahlenfolge.

Bei dem weiteren Beweise bedeutet es keine Einschrinkung, wenn
die Glieder der Reihe 3 a, reell vorausgesetzt werden. Denn aus der
Giiltigkeit des Satzes fiir reelle Reihen folgt er ohne weiteres auch fiir
Reihen mit komplexen Gliedern, indem man diese in ihren reellen und
imaginiren Teil zerlegt.

11. Es werde p > 0 gegeben und [(1+ o) n]= k(n)=k geseizt. Be-
deuten dann wieder s, die Teilsummen von ' a, und wird fiir n > %

Max |s,— s, |=pa (@) sowie ﬁr:np.(e)=#(e)
n—>$00

n<r=<k

geselatt, so strebt u(p) o féir ¢ —o.
In der Tat ist fir n <v <k

| Se=—5p|=|Gnsa+ Gusat - -+4,|
< (k—n) Max (| app |, | Gusa] oo | @a])-

! Mit Max (c, .6y, - . ., ¢p) oder Max ¢y, (1 Sv Zp), bezeichnet man die groBte
der (reell angenommenen) Zahlen ¢,, ¢,. .., cp.
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Ist etwa |a,| dieses Maximum, so folgt weiter

B —
IS,‘—S,,Ié z

7la,| < o-7|a,l

14

Da es nun, weil (na,) beschrinkt sein sollte, eine Konstante K gibt,
so daB stets #|a,| < K bleibt, so ist auch

Bn (@) = Max|s, —s,| <@ K

n<vs<k
uig) =e-K,

woraus die Behauptung abzulesen ist.

I11. Die Folge (s,) sei
1. einseitig beschrinkt, etwa stets s, = — M, (M = o),

und folglich

0
2. A-limitierbar, etwa (1 — x) 3's, 8" —s fiir x > 1 — o,
»=0

dann strebt, wenn f(t) die vm Hilfssatz angegebene Funkiion bedeutet?,

© 1
*) (I—x)ygos,/(x’)-x"-»s-Of/(t)dt, dh =ps.

Nach 2 strebt namlich fiir jedes ganzzahlige k= o beix >1 —0

©
(I — xl‘+1) 237. (xk-{-l)" -,
v=0

also

s, (¥)-x7 -

f:

$
=2 FFa

Ist nun Q(%) = by + by x ++ - -+ b, 2% irgendein Polynom, so
folgt hieraus sofort, daB

) =2 3500) 7 s (R+ 24+ ) =s-0fQ<t) dt

strebt.

Es sei nun ¢ eine' beliebige positive Zahl. Dann laBt sich nach
dem Hilfssatz ein Paar von Polynomen p(¢), P(¢) angeben, die den
Bedingungen

(a) PO/ =P inost=s1,
1

(b) JPO—p@ya<e

genlgen.

1 Das ist der Hauptsatz von J. KARAMATA. — Satz und Beweis gelten, von dem
1

speziellen Wert g s des Integrales _f f (¢) dt abgesehen, unverandert fiir eine be-
]

liebige fiber o0 < ¢ < 1 im RIEMANNschen Sinne integrierbare Funktion.
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Nimmt man jetzt zundchst an, daff M = o, also stets s, = o ist, so ist

(1—x) fi*os,p(x*) < (1—4) z"j’s,/(x')-xvg (x—x) 3's, P(x") - 2.
y= v= v=0

Fiir x > 1 — o folgt hierdus nach (*¥)

1 [ocd
s-fp(t)dtgli_m-(l ——x)Zs,/(x’)-x'gs‘jP(t)dt.

0 - »=0

Die Integrale links und rechts unterscheiden sich nun nach (a) und (b)
1

voneinander und ein jedes von f f(¢)dt um weniger als ¢. Daher ist
0

lim (1 — %) 3, /() - 2" — sj/(t)dt

y=

<s-e.

Da &> o beliebig war, folgt hieraus die Behauptung (*) firr nicht
negative s,.

Ist aber M > o, so wende man den nun bewiesenen Satz auf die
beiden Folgen ¢, = s, + M und %, = M an Stelle von s, an. Subtra-
hiert man die Ergebnisse, so erhilt man die Behauptung (*) in ihrer

vollen Allgemeinheit.
b

IV. Setzt man nun in der Beziehung III, (*) linker Hand x = ¢ "
und geht auf die im Hilfssatz angegebene Bedeutung von f(¢) zuriick,
so folgt, wenn wieder [(1 + g)”]=k(n) =k gesetzt wird, dal
fir n > 400

. k
(I—e ")23,—>gs
r=n+1

1

k—
strebt. Wegen n (I —e ") — 1 und i

n

—> o strebt dann

Setzt man also
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Hiernach ist
[s — sa| = Max |s, —s,] 4+ [8,] = #a(0) + |04l
n<r3k

Fir n — 4 o0 folgt hieraus
lim{s — s,| < p(0);
und da dies fiir jedes g > o gilt, so liefert dies nach II fiir g — +o0

im|s —s,| =o,
d. h.

Sp—>S.

Damit ist der Beweis vollendet.

Beispiele und Anwendungen.

1. Jede C-summierbare Reihe ist auch A-summierbar, und zwar zum glei-
chen Werte. Das gibt oft ein Mittel, um die Werte von C-summierbaren Reihen
zu bestimunen. So sahen wir schon 268, 3, daB die Reihen X (—1)"(n + 1)*
Cy,y-summierbar sind. Jetzt kénnen wir mit Hilfe der 4-Summierung auch die
Werte dieser Reihen ermitteln, die sich bequem als Ae Ableitung der geometrischen
Reihe }J’ (— 1) 2™ ergeben, wenn man in dieser durch x = ¢~! die Exponential-
funktion einfithrt. Man erhalt so die fiir £ > o konvergente Reihe

e-‘—c-2‘+e"3‘— deee
Thre Summe ist

e~t I et — 1 et4+ 1 — 2 1 2
T 4e-t et41 e2t—1 et .1 et—1 ePt_1
1 t I 2¢
T oet—1 t et — 1’

Fiir hinreichend kleine ¢ > o kénnen wir nun die zuletzt erhaltenen Quotienten
nach 105, 5 in Potenzreihen entwickeln und erhalten, wenn wir sogleich die tiefsten
Glieder bei beiden gegeneinander aufheben

(e o]
vy 27+l g

e—t — -2t —-s —I)ne-tn+ )t cee == — - B n,
+ + (=1 + o F o)1 omtt
n=0
Differenzieren wir jetzt k-mal nach ¢, so erhalten wir weiter
e—~¢ — gkg-2t + — e 4 (._ l)n (n + 1)*&“"‘“" 4.

el = 2+l g B B R
= (—1)k+ S e -n —_ 1) —_ 1)-tn—k,
(it 3 G Basrn =) = )

n=k
Lassen wir nun ¢ - 4 o abnehmen, so erhalten wir rechter Hand ohne weiteres
den Wert!

Setzen wir linker Hand e¢~* = », so sehen wir, daB es sich um eine Potenzreihe
mit dem Radius 1 handelt; und wenn ¢ fallend — o strebt, geht » wachsend
— + 1. Der eben erhaltene Wert ist also definitionsgemiB die A-Summe der

1 Nach S. 245, FuBnote, darf man hier fiir A > o das Vorzeichen (— 1)*+1
einfach weglassen.
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Reihe 1 — 2% + 3* — ... 4 (—1)"(n 4 1)* 4+ . - fiir ganzzahlige & > 0. Und
da wir diese Reihe in 268, 3 schon als C, +1summierbar erkannt haben, so haben
wir nach 279 auch ihre C, ,-Summe ermittelt.

2. Ist die durch eine Potenzreihe } ¢, z* mit dem Radius » dargestellte Funk-
tion f(#) in einem Randpunkte z; ihres Konvergenzkreises reguldr, so ist fiir
positive — 41 wachsende » gewiB der Grenzwert lim f(xz) vorhanden und
= f(z). In jedem solchen Randpunkte ist also die Reihe ¥ a,= 2 c, 27 noch
A-summierbar, und ihre 4-Summe liefert den Funktionswert Hzy).

3. Verbinden wir die vorige Bemerkung mit Satz 4, so haben wir: Ist
f(2) = Xcaz™ fir |z| <1 konvergent und ist (nc,) beschrankt, so konvergiert
die Reihe (im gewohnlichen Sinne) auch noch in jedem Randpunkte 2z, des
Einheitskreises, in dem f(z) reguldr ist.

4. DaB das CaucHysche Produkt Yc, == X (agb, + -+ 4 a, b)) zweier
A-summierbarer Reihen Ja, und 2'b, mit den Werten 4 und B wieder 4-summier-
bar ist und zwar zum Werte C = 4 B, ist eine ganz unmittelbare Folge der Defini-
tion der A-Summierbarkeit.

Lo o)

5. Beziiglich der Reihen 2

n=1
gestellt, daB sie nicht konvergieren und daB sie auch von keiner Ordnung
Cysummierbar sind. Jetzt kdnnen wir nach dem LITTLEwWoODschen Satz 4 hin-
zufiigen, daB sie auch nicht 4-summierbar sein kénnen.

oivai» (@Z o), hatten wir schon bei 274 fest-

§ 63. Das E-Verfahren!.

Das E;-Verfahren war auf Grund der EurErschen Reihentrans-
formation (144) eingefiihrt. Gehen wir von einer (nicht alternierend
geschriebenen) beliebigen Reihe J'a, aus, so hitten wir

(O at+(at - +(a) - a

zu setzen und 3 a] als die E,-Transformation von 3 a, anzusehen.
Wir hatten verabredet, hier abweichend von der sonst iiblichen Be-
zeichnungsweise s, =o und s, =ay+a, +--+ +a,., fiir n >0 zu
setzen? — und entsprechend fiir die gestrichene Reihe. Dann ist

(s. 265, 5)
G2 (o ()]

die E;-Transformation der Folge (s,). Eine erneute Anwendung liefert

1 Eine eingehende Untersuchung dieses Verfahrens findet sich in zwei Arbei-
ten des Verfassers Uber das EULER sche Summierungsverfahren (1: Mathem. Zeitschr.
Bd. 15, S.226—253. 1922; II: ebenda Bd. 18, S.125—156. 1923). Hier finden
sich vollstandige Beweise aller im folgenden erwihnten Satze.

2 Man weist ohne groBe Schwierigkeit nach, daB beim E;-Verfahren ,,end-
lich viele Anderungen’’ ebenso erlaubt sind wie bei konvergenten Reihen. (Ein
Beweis, auf den wir hier nicht eingehen wollen, findet sich in der ersten der in
der vorigen FuBnote genannten Arbeiten.) Die Indexverschiebung ist also ohne
EinfluB auf die Wirkung des Verfahrens.
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nach leichter Rechnung als E,-Transformation die Reihe
” M ” 1 n n n
set wit = (et (oot (el
und mit den Teilsummen

” " " "
Sp =8+ ay + - t+ay_,

e @eas e+ 0 wea
Als E-Transformation findet man ebenso die Reihe
Zap

mit den Gliedern

a? = (27)n+1 [(:) (22 — 1) ay + (:) (22 —1)"tay + - - - (:) a,,:l
und den Teilsummen?
SO —=g® 4 aP 4 ... f P
T T e A

Die Wirksamkeit des E,-Verfahrens ist schon durch die 265, 5
gegebenen Beispiele beleuchtet, von denen das letzte bereits zeigte,
daB das Wirkungsfeld des E,-Verfahrens erheblich weiter reicht als
das des C- oder H-Verfahrens. Bilden wir dhnlich wie dort die E -Trans-
formation der geometrischen Reihe 3 2%, so erhalten wir

Sletn Se- -3 5

n=0 n=0

Sie fillt also dann und nur dann konvergent aus? und zwar mit der

I . .
—, wenn |z 4+ (2# — 1)| < 2? ist, wenn also z im Innern

des Kreises um den Punkt — (2 — 1) mit dem Radius 27 liegt. Er-
sichtlich kann jeder Punkt der Halbebene R(z) < 1 in das Innere
eines solchen Kreises verlegt werden, wenn nur $ groB genug gewihlt
wird. Wir kénnen daher sagen: Die geometrische Reihe 3 z" ist fiir
jeden Punkt z tm Innern der Halbebene R (z) < 1 noch E ,-summierbar,

Summe

wenn die Ordnung p passend gewihlt wird. Die Summe ist jedesmal ;—1_—;,

also die analytische Fortsetzung der durch die Reihe im Einheitskreise
definierten Funktion.

1 Die Formel dieser Transformation legt es nahe, fiir die Ordnung p die Be-
schrinkung auf ganze Zahlen = o aufzuheben. Auf diese nicht-ganzzahligen
Ordnungen wollen wir indessen hier nicht eingehen. (Vgl. S. 483, FuBnote 3.)

2 Sie ist dann sogar absolut konvergent.
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Bei beliebigen Potenzreihen liegen die Dinge ganz #hnlich, doch erfordert
die Durchfiihrung der Beweise tieferliegende Hilfsmittel der Funktionentheorie.
Wir begniigen uns daher mit der Angabe des greifbarsten Ergebnisses?:

Die Potenzreihe Y'c,z" habe einen positiven endlichen Konvergenzradius.
Die im Konvergenzkreise durch sie dargestellte Funktion heiBe f(z). Diese Funktion
denken wir uns auf jedem einzelnen Nullstrahle arc z = @ = konst. analytisch
fortgesetzt, bis wir auf den ersten auf ihm gelegenen singuliren Punkt von f(z)
treffen, den wir {, nennen wollen. (Liegt auf dem betreffenden Halbstrahle iiber-
haupt kein singuldrer Punkt, so kann dieser Halbstrahl ganz auBer acht gelassen
werden.) Wir beschreiben nun fiir ein bestimmtes ganzzahliges p > o den Kreis

2 \
=2 -1 < 2%,
| Cw !

der dem bei1 der geometrischen Reihe aufgetretenen entspricht und den wir
K nennen wollen. Die allen diesen Kreisen K, gemeinsamen Punkte werden
in den einfachsten Fillen (d. h. wenn nur wenige singuldre Punkte da sind)
ein Kreisbogenpolygon erfiillen und werden in jedem Falle eine gewisse Punkt-
menge bilden, die wir mit @, bezeichnen. Dann gilt der

Satz. Bei jedem p ist Yc, z" in jedem inneren Punkte von ®,, noch E -summier-
bar, und die E-Transformation von X'c,z® ist dort sogar absolut konvergent. Die
hievdurch den inneren Punkten von @5, zugeordneten Zahlenwerte liefern die analy-
tische Fortsetzung des Elementes 3 c,z™ in das Innere von @,. AuPerhalb von @,
ist die E_-Transformation von Xc,z" divergent.

Nach diesen Beispielen fragen wir wieder allgemein nach den
Grenzen des Wirkungsfeldes des E-Verfahrens; doch wollen wir uns
bei diesen und den weiteren Untersuchungen auf die erste Ordnung,
also das E;-Verfahren, beschrinken. Bei den héheren Ordnungen liegen
die Dinge indessen ganz analog.

Da die E,-Summierbarkeit einer Reihe J3a, definitionsgemiB die
n

Konvergenz ihrer E;-Transformation 2 ;;I_ﬁ [(o) ag+ -+ (:) a”-‘l
bedeutet, so muB3 deren allgemeines Glied, also auch

wl)at (at-+()a]>o

streben, wofiir wir jetzt auch kiirzer
E,-lima, =0

schreiben kénnen. In dieser Form haben wir dann wieder ein genaues
Analogon zu 82, 1 und 272 bzw. 284 vor uns. Auch der KRONECKERsche
Satz 82, 3 hat hier sein Analogon. Denn ist (s,) eine E,-limitierbare
Folge mit dem Werte s, so streben ihre E-Transformierten E, (s,)) = s\— s.
Sotsit--+5%
n+41
die wir hier, weil durch aufeinanderfolgende Anwendung erst der
E,-, dann der C,-Transformation entstanden, anich kurz mit C,E,(s,)
bezeichnen konnen. Nun stellt man aber durch eine direkte Ausrech-

Dann streben aber auch deren arithmetische Mittel —> s,

1 Wegen des Beweises s. S. 525, FuBnote 1.
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nung leicht fest — wir mochten das dem Leser iiberlassen —, daB man
hier genau dasselbe erhilt, wenn man erst die C,- und dann die E,-

Transformation ausiibt, also die Folge E,C, (s,) = E, (‘o'*"ln"'____ﬁ;"j)

bildet: Es ist C,E,(s,) = E,C,(s,); die beiden Transformationen sind
vollig identischt. Daher strebt auch die Folge

Ey(2tatocday

und subtrahiert man dies von
E 1 (S n) -,

so erhilt man genau wie S. 503 die behauptete Beziehung

. @+ 2a3+4 -+ na,
E,-lim -

als notwendige Bedingung fiir die E,-Summierbarkeit einer Reihe 3'a,,.
Um nun noch festzustellen, was E,-lima, = o fiir die GréBenordnung
der a, bedeutet, bilden wir aus

am ot (e
riickwirts

eum ()= (Jasit =4 (o (ne]

woraus, da al, — o strebt, nach 43, 5 sofort folgt, daB

=0

33";—>o streben, oder also a, = 0(3")

sein muB. Rechnet man das Entsprechende fiir die s, und s, durch,
so findet man analog, daB auch s, = 0(3") sein muB3. Wir haben also
zusammenfassend den

Satz 1. Die vier Bedingungen

n 41 0,

Ay = 0(3”) und Sp = 0(3")
sind notwendig fir die E,-Summierbarkeit der Rethe Sa, mit den
Teilsummen s,,.

Eylima, =o, El-lima1+2a3+"‘+”a.3_

1 Die Rechnung fiihrt sofort auf die Beziehung, daB fir o <n <k

R+ 1 R+ 1 k+1 __(k) (k—: k_ﬁ(n)
G+ Gia) G =)+ )+
ist, was man leicht als richtig erkennt. Wegen der genannten Eigenschaft sagt
man auch, die E;- und Cy-Transformationen seien miteinander vertauschbar.
Das Entsprechende gilt fiir die Transformationen E, und C, beliebiger Ordnung;
es ist stets E,C,(sq) = C,E,(s,). Vgl. hierzu S. 500, FuBnote 1 und S. s01.
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Ein Vergleich dieses Satzes mit den Sitzen 271 und .283 und die
Beispiele zu 285, 5 zeigen, daB die Ausdehnung des Wirkungsfeldes
des E,-Verfahrens gegeniiber dem C- und A-Verfahren erheblich groBer,
das E,-Verfahren erheblich stirker ist als diese. Die Fragestellung
aber, die beim C- und A-Verfahren uns zu den Sitzen 274 und 287
fithrte, wird hier sozusagen eine geringere Feinheit des Verfahrens offen-
baren. Es gilt nimlich der

Satz 2. Ist die Reihe J3a, mit dem Teilsummen s, E,-summierbar
zum Werte s, streben also die Zahlen

W = (ke (]
und st tiberdies
(B) @y =0 (’—_:) .

so ist die Rethe 3a, konvergent mit der Summe s. (0-E, — K-Satz.)
Beweis. Wir bilden die Differenz

in

1 4n
s’ln— San = 24.-2( " )(S,*— San)
v=0

und zerlegen den rechter Hand stehenden Ausdruck in drei Teile:
T, + T, + T4. Und zwar soll T, den Teil des Ganzen bedeuten, der
fiir ¥ = o bis ¥ = n entsteht, T4 den Teil von ¥ = 37 bis v =4n
und T, den verbleibenden mittleren Teil. Wegen (B) gibt es dann —
grob abgeschitzt — eine Konstante K;, so daB stets |s,| < K, ﬁ
bleibt. Also gibt es auch eine Konstante K, so daB fiir alle n

IS, — Sam| <Kjyn
bleibt, wofern o < » < 4n ist. Daher sind |T,| und |T| beide

n

< —2% -K-Yn 2(?) < 12? (n + 1) (4:> .

v=0

Nun ist aber? fiir jede natiirliche Zahl # > 1
e (%)k< k! <ek (%—)k

1 Diese ziemlich grobe, aber oft niitzliche Abschitzung von k! ergibt sich
in einfachster Weise, indem man die Ungleichungen (s. 463)

(3] <o<lri)™

fiir v =1, 2, ..., & — 1 ansetzt und miteinander multipliziert.
Knopp, Unendliche Reihen. 5. Aufl, 34

291.
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und folglich!

1 [4n 1 4ngtn 16\n
zu.(,, ) < < 2”(;;) .
Daher strebt sowohl T; wie Ty mit wachsendem # gegen o.
In T,, d. h. fiir n <» < 3n, ist nach (B)

I's, — Sy <;—ln!2n~v

’

wenn wir mit e, den groBten der Werte | a,, 1| Vr + 1, |a, |7 + 2, . . .
bezeichnen, der mit wachsendem # noch gegen o streben muB. Da-
her ist

3n—1 2n
<& 1V — (4" 26, VY ~ 4n
’Tzl—:',;zAnv:ﬁ]‘Z” v'<"><2‘"l/;l,ﬁ(2” V)(y)~

Fiir die letzte Summe ergibt sich aber leicht, indem man 27— in 27
und — » trennt, der Wert = (: :) Also ist |T,|< 2 e n (4 M.

24n 2n

Daher strebt mit wachsendem # wegen g, — o und nach 219, 3

T,—>o0.
Zusammen haben wir also

T1+ T2+ TSZS;n_—SZn——)O'

Da nun nach Voraussetzung s;, — s strebt, so strebt auch s,, —> s;
und da nach (B) a, — o strebt, so folgt hieraus endlich die Beziehung

Sp—> S,
die zu beweisen war?2.

Zum SchluB8 wollen wir noch auf die Frage der E-Summierbarkeit
des Produktes zweier E;-summierbarer Reihen sowie auf die Frage
nach dem Verhiltnis des Wirkungsfeldes des E-Verfahrens zu dem
des C-Verfahrens eingehen.

Bei dem Multiplikationsproblem gelten zwei Sitze, die genaue
Analoga zu dem MERTENSsschen Satz 188 und dem ABELschen Satz 189
darstellen. Wir begniigen uns mit der Durchfithrung des ersten und
beweisen also den

zu setzen und im Zihler die obere, imi Nenner

1 Man hat (4”)=M
n nl(3n)!

die untere Abschatzung fiir k! zu benutzen.
2 Dije Satze 274 und 287 legen die Vermutung nahe, daB auch hier einO-E — K-
Satz gilt, der also die Konvergenz von J'a, aus ihrer E;-Summierbarkeit schon

I
dann zu erschlieBen gestattet, wenn a, = O (}’_; ist. Das ist auch tatsichlich
n
der Fall, doch ist der Beweis so erheblich viel schwieriger, daB wir hier auf seine
Durchfithrung verzichten miissen. (Vgl. die zweite der S. 525, FuBnote 1, genannten
Arbeiten.)
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Satz 3. Die beiden Reihen 3la, und b, seien E,-summierbar, d. h. 292.
thre E\-Transformationen, die wir mit 3 a, und X' b bezeichnen wollen,
seien konvergent. Wenn dann von den letzten Reihen wenigstens eine
absolut konvergiert, so ist die CaucHysche Produktreihe

20,‘ = Z(aob,, +- albn-—l 4. + anbo)

gleichfalls E,-summierbar, und zwischen den E,-Summen A, B, C der
drei Reihen besteht die zu erwartende Beziehung A-B = C.

Beweis. Nach 265, 5 ist fir x =
Werte dieser Variablen (s. Satz 1)

hix) = Ya,am+1 = Ya,(2y)+1,
fol#) = 3b, 2+t = Vb (2y)n+1,
f3(%) = e, an+t = Yep(2 )+,

rp— und hinreichend kleine

Da andererséits
HL(®) - fo(x) = x- [3(%)
ist, so hat man die Identitit .

(29)-Z(a by + a0,y + - - + ayby) (2y)™+1 = 2 Se(2y)m+,

waraus sich neben ¢, = 2 a b, allgemein fir n = 1
o= 2 (ah by @, By 4+ - -+ aab) — @By - -+ @y b)

ergibt. Da nun nach Voraussetzung wenigstens etne der beiden Reihen
2’ al, und 3 b! absolut konvergiert, so ist nach 188 auch die Caucaysche
Produktreihe Y (apb,, + - - - + a;,bp) von beiden konvergent und =4 - B.
Nach der letzten Darstellung von ¢, ergibt sich nun sofort die Kon-
vergenz der Reihe Y ¢/ und fiir ihre Summe C die Gleichung

C=24AB— AB=AB,
die zu beweisen war?.
Wir behandeln endlich noch die Frage nach dem Verhiltnis zwischen
dem C- und E-Verfahren. Da ist zunidchst sehr leicht zu zeigen, da3
sie die Vertriglichkeitsbedingung 263, III erfiillen; es gilt also der

Satz4. Wenn eine Rethe sowohl Cy- als auch E,-summierbar ist, 293.
so wird ihr durch beide Verfahren der gleiche Wert zugeordnet.

Beweis. Ist (c)) die C;- und (s}) die E,-Transformation von s,,
so sind diese beiden Folgen nach Voraussetzung konvergent. Es strebe

1 Der Gang dieses Beweises 148t es zweckmiBig erscheinen, fiir gewisse Fille
den Begriff der absoluten Summierbarkeit einzufithren: Wir werden eine Reihe Ya,

absolut E,-summierbar nennen, wenn ihre E,-Transformation Xa} absolut kon-
vergiert.

34*
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etwa ¢, — ¢, s;, — s". Da nun beide Verfahren die Permanenzbedingung
erfiillen, so strebt auch die C,-Transformation von (s}), also
sotsitots o

<
n+1

und ebenso die E;-Transformation von (c}), also

()b ()] e

Kiirzer geschrieben, gelten also die beiden Beziehungen
C,E(s,) =>+¢ und E,Ci(s,)>¢."

Da nun, wie wir schon S. 527/528 hervorgehoben haben, die beiden letzten
Folgen vllig identisch miteinander sind, so ist notwendig s’=¢’, w.z. b.w.

Wir sahen nun aber schon oben (S.526) an der geometrischen
Reihe 32", daB das E,-Verfahren erheblich stirker ist als das C-Ver-
fahren. Denn dieses summiert die geometrische Reihe nirgends auBer-
halb des Einheitskreises, wihrend das E;-Verfahren sie in jedem
Punkte des Kreises |z + 1| < 2 zu summieren vermag. Das ist in-
dessen nicht so zu verstehen, daB das Wirkungsfeld des E,-Verfahrens
dasjenige des C;-Verfahrens oder gar aller C,-Verfahren umschlieBt.
Es 1Bt sich vielmehr leicht eine Folge (s,) angeben, die zwar C,-, aber
nicht E,-limitierbar ist. Das leistet schon die Folge

(s) =0,1,0,0,2,0,0,0,0,3,0,...,

bei der s,» = » und sonst (d. h. fiir alle Indizes #, die keine Quadrat-
zahlen sind) s, = o ist.

Diese Folge ist C,limitierbar zum Werte 3. Denn die héchsten
Werte der arithmetischen Mittel ﬁ%j:rl_j;& werden offenbar stets
fiir n = »%, die niedrigsten fiir » = »? — 1 angenommen. Da nun die

letzteren = - (’; ;; D , die ersteren = —2(—'%_:—)% sind, sa strebt C, (s,,) = 3.

|

Ware diese selbe Folge nun auch E,-limitierbar, so miiBte auch
E,(s,) =3} streben. Es ist aber fiir n =2 das 2nt Glied der
E,-Transformation

= ((at (D)ot ot Gl 23 (V) V7

Der rechtsstehende Wert strebt nun nach 219, 3 gegen 1: }z. Fiir
alle hinreichend hohen 7 bleiben daher diese Glieder > —Z— > —21— , und

folglich kann E,(s,) nicht — } streben. Die Folge (s,) ist nicht
E,-limitierbar. Wir kénnen also sagen:
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Satz 5. Von den Wirkungsfeldern des C,- und E,-Verfahrens um- 294.
fapt keines villig das andere. Es gibt Reihen, die zwar durch das eine
Verfahren, aber nicht durch das andere summiert werden kinnenl.

Diese Sachlage regt noch die Frage an, welche C,-summierbaren
Reihen nun doch auch durch das E,-Verfahren summiert werden
konnen. Hieriiber ist noch nicht viel bekannt, und wir begniigen uns
mit dem Beweis des folgenden Satzes:

Satz 8. Ist 3 a, eine C,-summierbare Reihe, fiir die 2985,
St Syt se _ £
=)

ist, so ist Y a, auch E -summierbar. (0-C, — E,-Satz.)?
Beweis. Setzen wir s, —s=g¢,, so ist nun die Folge (g,)
C,-limitierbar zum Werte o. Setzen wir also
Gy +oy+---+o0, =q
n41 T
so strebt nach den Voraussetzungen nicht nur ¢, — o, sondern sogar
Vn o, — 0. Nun gilt aber ganz allgemein die folgende von ABEL her-

rihrende Abschitzung: Sind ¢y, 0y, ..., 0, trgendwelche Zahlen,
o, = tM—U‘v—i'—;j—a—", (v =0, 1, . . .,n), die zugehdrigen arithmetischen
Mittel, ist ferner T eine Schranke aller |o}| fiir » == 0, 1, ..., # und

7). eine solche fiir die |o)| mit £ < » < n, so ist

%O + 0,0y + -+ on O <t +1P’1P+(fp+7m)mum
7 T S =" % tot...+om
falls «q, «,, . . ., a, beliebige positive Zahlen sind, die bis zum Gliede «,,

monoton wachsen, hernach monoton fallen, und falls 0 < < m < nist3,

! Die Aussage bleibt dieselbe, auch wenn die hoheren Ordnungen der beiden
Verfahren in Anspruch genommen werden.
2 Ein entsprechender O-Satz gilt hier nich¢, wie schon das zu Satz 5 gegebene

1 1
Beispiel lehrt, bei dem die arithmetischen Mittel tatsichlich = Py +0 (il—:) sind.
n

3 Es ist namlich o, = (v + 1)0, — ro},_, und also. wenn o, , =0 gesetzt
wird,

” ”» p—1 m—1 ”
2ao=20+1)g@m—ty)=2+Z+2.
=0 r=0 v=0 v=p v=m
Beriicksichtigt man nun, daB in der ersten und zweiten Summe («, — «, ,,) negativ,
in der dritten positiv ist, so folgt

n
2&,,0',, S.{Pav’*—‘tnmam“}"m(mam tom F Upe F o ),
v=(

woraus die obige Bezichung abgelesen werden kann.
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Wenden wir dies bei einem festen n > 8 auf unsere oben eingefiihr-
ten o, und o, an und wihlen speziell o, = (:) »=o0,1,2,...,m),

n

so kann fir p die groBte ganze Zahl < —3—, also p = [4] und ebenso
m= [;—] gesetzt werden. Dann erhalten wir

X

#l(2)eot (Dot -+ ()] s w52 (5) + 52m(5)

und dies gilt um so mehr, wofern man unter v jetzt eine Schranke
aller |6,| und unter 7, eine solche fiir alle |o,| mit » = k versteht. Nun

gilt aber nach 219, 3 fiir das Maximalglied (;) der Werte (:) daB
]’; n 1

strebt, also jedenfalls von einer Stelle an < 1 ist. Da von einer Stelle
an auch J» <3 Jp ist, so ist fiir alle hinreichend groBen n

%t'_’m<:> <r,‘|/—n'< 37, Ve

Da nun 7, }/_p—-—;o streben sollte, da ferner $ und m zugleich mit

n — + 00 riicken und hierbei endlich auch —:3;; ( "

b ) — o strebt, so folgt.

daB fiir n > 400
FG)ret (Dot (o] >0

strebt, w.z. b. w.

oder

Aufgaben zum XIII. Kapitel.

200. Man beweise mit Hilfe von Aufgabe 119 (S. 280) die auf S. 477 erwahnte
Tatsache, dal}
b —)yn-1 1
lim 7_———( :1)! =
z—+0, 7
ist. Welches dem A-Verfahren verwandte Summierungsverfahren lieBe sich
hicran ankniipfen? Man definiere es und gebe einige Eigenschaften desselben an!

201. Ist die bei 273 angegebene Bedingung

... a+zayt---+ma
Cp-lim ! L "=o0
n- o1

a +2a3+---+ na,

n

a) mit C,,,-lim (na,) = o0, b) mit C,-lim =0

sachlich gleichbedeutend?
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202. Im Anschluf an die Beziehungen (*) bei 284 zeige man aligemein, daB
aus A-lims, = s stets AC,-lims, = s folgt, d. h. also, daB aus

St
(1 —x) Y sp2">s stets )Z -

(n + k)
folgt (bei x —> 1 -— 0).
208. Man zeige analog, daB aus B-lims, = s stets BC,-lims, = o, d. h.

@
-y S(Al an
e—v 2 ~;_—+ 3 — -

= n!
" ( k )
fir x > + 0o folgt.

204. Sind die in den Aufgaben 202 und 203 genannten Schliisse umkehrbar,

s
folgt also z.B. aus (1 — x) 2 IR e s x" - s riickwiarts, daB schon

n + 1
(1 —x) Xs,x"—>s strebt?
205. Die Reihe 2("‘” )z" ist fir |z =1, z4 +1 noch Cpsum-
mierbar. Man setze z = cos ¢ + isin @, trenne Reelles und Imaginires und gebe

die dadurch summierten trigonometrischen Reihen sowie ihre Werte an. Es
ist speziell

I 1
1 --2C0S% 4 3C0S2% + 4C0S3 X feoee=-— — ~- - -
4sin? —
1
cosx +2¢052%¥+4 3€C083% +-+o= — ——— U a.
L. X
4sin? —
2

208. Ist (a,) eine positive monotone Nullfolge und wird

ay+a;,+ag+---+a, =

gesetzt, so ist
bg— by + by — by + —---
C,-summierbar mit der Summe s = § (-~ 1)"a
207. Setzt man 1 + :- T ; 44 711— = h,, so findet man nach der vorigen
Aufgabe die C,-Summe
by —hy+ by — by + —---=}log2
und ahnlich die C;-Summe

I n
log2 —log3 4 logg4 — +---= ;-log—z—.

208, Ist Y'a, konvergent oder C;-summierbar mit der Summe s, so ist die
folgende Reihe stets Ronvergent mit der Summe s:

@«
Ya, + 2a na
a, -+ ! s 2=y

n(n+ 1)

n—1

209. Ist Ya, als C,-summierbar bekannt und ist X'n|a,|? konvergent, so
ist auch 2'«, selbst konvergent.
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210. Von dem FroBENiUsschen Satz (S. 508) gelten auch die folgenden
@
Erweiterungen: Ist Y @, C,-summierbar mit der Summe s, so strebt fir z— +1
n=1
(im Winkelraum) auch
[a2] o
Ja,z" >s und Ya,z™" s
n=1 n=1
und allgemein fiir festes ganzzahliges p = 1
pud »
a2 —>s.
n=0
Dagegen braucht ' a,:* nicht mehr — s zu streben, wie an dem Beispiel
oo
(=
n=0

fir reelle x - 1 — o gezeigt werden kann. (Anl.: Das Maximum von ¢ — " und
der Wert von ¢, fiir den es eintritt, riicken mit wachsendem » beide von links
her - + 1).
211. For jede yeelle Reihe Y a,, fir die Ja,x"ino < x < 1 konvergent ist, ist
«©
So + 5!+"'+Su_ < Tl;‘l (1 — ) 25"1" < m 50+sl+'__';_'i'r_s>n X
n+1 *51-0 n=0 n—>+co nt1

lim
P p——
(Vgl. Satz 161.)

212, In AnschluB an den FEjfrschen Satz soll bewiesen werden, daB bei
den dort betrachteten arithmetischen Mitteln o,(r) die GiBBssche Erscheinung
nicht eintritt. (Vgl. S. s14, FuBnote 1.)

213. Das Produkt zweier E,-summierbarer Reihen ist stets E,C,-summierbar.

214. Ist Y a, eine E,-summierbare Reihe, so ist 'a, #" auch fiir jedeso < v <1
noch E,-summierbar, und es ist

lim (E,- } a, x") = E,-} a,.
z—1-0

215. Man beweise allgemein die Vertauschbarkeit des E_ -Verfahrens mit

dem C_-Verfahren.

216. Man beweise den o-E_—> K-Satz (wie lautet er?) durch Induktion aus
dem o-E, —» K-Satz.
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XIV. Kapitel.

Die EuLeErsche Summenformel. Asymptotische
Entwicklungen.

§ 64. Die EULERsche Summenformel.

A. Die Summenformel.

Das Wirkungsfeld aller Summierungsverfahren, die im letzten
Kapitel betrachtet wurden, war begrenzt. Nur wenn die Glieder a,
der vorgelegten divergenten Reihe mit » nicht zu schnell anwuchsen,
konnte die Reihe summiert werden. So war es im Falle des B-Verfahrens

notwendig, daB _)_7 %x” bestindig konvergierte, daB also ":T Via.| = o
strebte. Daher ist- z. B. die Reihe

2;(—1)"”!=1——1!+2!——3!+4!—— 4+t (=T -
ne

nicht B-summierbar. Reihen wie diese und noch stirker divergente
Reihen traten aber schon frith bei den mannigfachsten Untersuchungen
auf. Um sie nach den bisherigen Methoden zu beherrschen, miiBten also
noch stirkere Verfahren wie etwa das B,-Verfahren herangezogen
werden. Doch sind auf diesem Wege keine wesentlichen Resultate
erzielt worden.

Ziemlich frith sind indessen schon andere Methoden angegeben
worden, die in gewissen Fillen leichter zu theoretisch und praktisch
brauchbaren Ergebnissen gefithrt haben. Bei der numerischen Auswer-
tung der Summe einer alternierenden Reihe 3’ (—1)"a,, in der die q,
eine positive monotone Nullfolge bilden, wurde schon hervorgehoben
(s- S. 259), daB der Rest 7, immer dasselbe Vorzeichen wie das erste
vernachlissigte Glied hat und daB er absolut genommen Kkleiner als
dieses ist. Daher braucht man die Berechnung der Teilsummen nur
so weit durchzufithren, bis die Glieder unter den gewiinschten Ge-
nauigkeitsgrad gesunken sind. Ahnlich liegt es bei der Reihe

x2 an
eF=1—x+ S5 — 4 (=D, (83>0),

da die Glieder —':—:T fiir » > x ebenfalls monoton abnehmen. Man darf
daher fir jedes n > x

an+l

(n + 1)!

e—1=1—x+§-— +'°'+(—-—I)"%+(——I)"+l'¢9
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setzen, wenn @ einen nicht niher bekannten (von x und » abhingigen)
Wert zwischen o und 1 bedeutet. Es ist aber praktisch unmoglich,

fir groBe x den Wert von e~* hiernach zu berechnen. Denn z. B. fiir

. . 103000
x= 1000 ist das tausendste Glied = Toool

stellige Zahl ist (wegen der Berechnung vgl. S. 547), so ist das genannte
Glied > 10%3! Die Berechnung der Reihensumme ist also praktisch
undurchfithrbar. Theoretisch dagegen erfiillt die Reihe alles, was man
nur wiinschen kann, da ihre Glieder (die fiir groBe x zunichst stark
anwachsen) schlieBlich doch zu Null abnehmen, und zwar fir jeden
Wert von x. Daher kann jeder nur irgend gewsinschte Genawigkeitsgrad
wenigstens theoretisch erreicht werden.

und da 1000! eine 2568-

Genau umgekehrt liegen die Dinge, wenn z.B. der Wert einer
Funktion f(x) fir jedes x und # durch die. Formel
(n 4 1)t

IZE2 U

/(x):l—-l;! +;2?!’“+--'+(——I)":—:+(—I)"“19
(o< ¥ <),

dargestellt wird. Die Reihe 2 (— I)";"l, deren Teilsumme hier auf-

tritt, divergiert fiir jedes x. Aber im Gegensatz zu allen divergenten Reihen,
die wir im vorigen Kapitel angetroffen haben, nehmen (bei groBem x)
die Glieder dieser Reihe zunichst stark ab, die Reihe benimmt sich
zunichst wie eine konvergente Reihe; erst spiter wachsen sie schnell
und iiber alle Grenzen. Daher kann man z. B. f(1000) leicht auf
10 Dezimalen genau berechnen. Man hat nur # so zu wihlen, daB

1)! 1 . i . ]
%‘.{2‘1 << — 101 ist. Da dies schon fiir » = 3 der Fall ist, wird der ge-
suchte Wert durch

1 2 6
1—= 103 + 108 109

mit der gewiinschten Genauigkeit geliefert. Es liegt also so, daB hier
eine Entwicklungsformel, die ins Unendliche fortgesetzt eine bestindig
divergente Potenzreihe liefern wiirde, trotzdem numerisch gut brauch-
bare Resultate ergibt, weil in thr ein Restglied auftritt. Man ist aber
nicht in der Lage — nicht einmal theoretisch —, aus ihr den Wert
von f(x) mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen, da die Formel diesen
Wert nur mit einem Fehler liefert, der von der GroBenordnung eines
der Glieder der Reihe ist. Die Genauigkeit kann daher nicht unter
den Wert des kleinsten Gliedes der Reihe (das sicher existiert, da ja
die Glieder schlieBlich anwachsen) herabgedriickt werden. Doch lehrt
dies Beispiel, daB unter giinstigen Umstidnden alle praktischen Bediirf-
nisse gleichwohl befriedigt sein kénnen.
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Entwicklungen der beschriebenen Art traten zum ersten Male im
Zusammenhang mit der EULERschen Summenformel auf!, der wir uns
zunidchst zuwenden wollen.

Wenn die Glieder 4, 44, ..., a,, ... einer Reihe® die Werte einer
Funktion f(x) fir x =0, 1, ..., n, ... sind, so sahen wir schon beim
Integralkriterium 176, daB in gewissen Fillen die Teilsummen

Sy=4ay+ay+--+a, und die Integrale
],.=[[l(x)dx

in naher Beziehung zueinander stehen. Die EuLERsche Summenformel
klirt diesen Zusammenhang genauer. Hat f(x) in 0 < x < eine
stetige Ableitung, so ist fir v=o0, 1, ..., n—1

v+1

v+1
[—r—H(x)dx= [l —=v—$) HR] " — ] f(x) dx.

Fiir jeden der Werte » kann nun im Integranden links »= [x] gesetzt

werden, wenigstens fiir ¥ < x <»+4 1. Da es aber auf den einen Wert

desselben fiir x= %+ 1 nach § 19, Satz 17 nicht ankommt, so ist
v+1 v+1

%u.+f.+l)=[/(x>dx+j(x~ [x]— %) f'(x) dx.

(Um die Bezeichnungen zu vereinfachen, sollen die Werte der Funktion
f(x) und ihrer Ableitungen f(* () fiir die ganzzahligen Werte x =» kurz
durch f, bzw. f(} bezeichnet werden). Addiert man nun iiber die ge-
nannten Werte von » und fiigt beiderseits —;;— (fo + 7») hinzu, so erhilt
man schlieBlich die Formel

296.

fotfitetfom [ f@ do+ 3 (ot 1)+ [ (o= 2] - )@ da.
[} 0

Das ist die EuLERsche Summenformel in ihrer einfachsten Form3. Sie

! Beziiglich der Summenformel vgl. die nachfolgende FuBn. 3. Die beschrie-
bene Erscheinung wurde zuerst von EULER (Commentarii Acad. sc. Imp. Petro-
politanae, Bd. 11, Jg. 1739, S. 116, 1750) bemerkt. A. M. LEGENDRE nannte
die Reihen der beschriebenen Art semi-konvergent. Diese Bezeichnung ist auch
gegenwirtig, besonders in der astronomischen Literatur, noch in Gebrauch, doch
wird sie neuerdings durch die Bezeichnung ,,asymptotische Reihen'', die von
H. POINCARE auf Grund einer andern Eigenschaft solcher Reihen eingefthrt
wurde, verdrangt.

2 Im folgenden sollen zunichst alle Gro8en reell gedacht werden.

3 Die Formel geht in ihrer allgemeinen Form 298 auf EULER zuriick, der sie
beildufig in den Commentarii Acad. Petrop. Bd. 6 (Jg. 1732—33, 1738) erwéhnt
und an einigen Beispielen erlautert. In Bd. 8 (Jg. 1736), erschienen 1741, beweist
er die Formel. C. MACLAURIN gebraucht die Formel mehrfach in seinem Treatise
of Fluxions (Edinburgh 1742) und scheint sie unabhingig gefunden zu haben.
Bekannt wurde die Formel hauptsichlich durch EULERs Institutiones calculi
differentialis, in dessen fiinftem Kapitel sie bewiesen und an Beispielen erlautert
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liefert einen geschlossenen Ausdruck fiir die Differenz zwischen der

n
Summe f, + f; 4+ - -+ f, und dem entsprechenden Integral J f(x)dx.
Die Funktion, die in dem letzten Integranden auftritt, bezeichnen
wir mit P, (x):
P(x) =x —[x] — %
Es ist wesentlich dieselbe Funktion wie die, die uns als eines der ersten

Beispiele fiir die Entwicklungen in Fourierreihen begegnete (s. S. 361 u.
387). Sie ist periodisch mit der Periode 1, und fiir jedes nicht-ganze x ist

© .

sinznnmx

Pyx) = — ) — .
n=1

Ein einfaches Beispiel mag sogleich die Bedeutung der Formel illustrieren.

1
Ist f(x) = T3 erhilt man, wenn noch # durch #» — 1 ersetzt wird,
n
1, 1 1 1 Py(x)
R T “f—f“
1
n—-1
. . Py (%)

Hierbei durfte das letzte Integral an Stelle von (_1-‘-{-—1'—)’ d x gesetzt werden,

weil Py(x + 1) = P, (») ist. Da P, (x) fir ¥ 2 1 beschrankt ist, konvergiert das

Integral offenbar fiir » — 4 00. Man findet so:
(-]

. 1 b ¢ .1 P, (x)
hm(l +-{+"‘+7—1°g1‘)—c——?—f——xrdx.
1

n—>om

Wir wissen bereits aus 128, 2, daB dieser Grenzwert existiert. Jetzt haben wir
nicht nur einen neuen Beweis fiir diese Tatsache, sondern dariiber hinaus fiir die
EuLersche Konstante C eine geschlossene Integraldarstellung, mit deren Hilfe
man C numerisch berechnen kann.

Von der gewonnenen Formel 296, d. h. von

n n
M) fothteotha=[1@dr+ e+ f) + [ P f(9dz
gelangt man durch partielle Integration zu giinstigeren Darstellungen.

ist. Lange Zeit war sie als MAcLAURINsche oder EULER-MacLAURINsche Formel
bekannt. Erst neuerdings ist EULERs Prioritat als unbestreitbar nachgewiesen.

Das Restglied — also ein sehr wesentlicher Teil der Formel — wurde erst von
S. D. PoissoN (s. Mémoires Acad. scienc. Inst. France, Bd. 6, Jg. 1823, erschienen
1827) hinzugefiigt. Den besonders einfachen Beweis des Textes verdankt man
W. WIRTINGER (Acta mathematica, Bd. 26, S. 255, 1902).

Eine ausfithrliche und auf alle Einzelheiten eingehende Darstellung, die dem
heutigen Stande der Wissenschaft entspricht, findet man in N.E. NORLUND:
Differenzenrechnung, Berlin 1924, besonders in den Kapiteln 1I—V.
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Dazu miissen wir erstlich voraussetzen, daB f(x) stetige Ableitungen
all der Ordnungen besitzt, die im folgenden auftreten, und wir miissen
zweitens ein unbestimmtes Integral von P,(x) auswihlen, von diesem

wiederum eines usw. Durch geeignete Wahl der dabei zur Verfiigung.

stehenden Konstanten kénnen die Rechnungen erheblich vereinfacht
werden. Wir folgen W. WIRTINGER! und setzen
f‘Y 2cosznmx

(znn)®

Py (x) =

n=

Firr jeden nicht-ganzen Wert von x ist dann Py(x) = P,(x) und

©
I N I 1
P(O) 2" ‘—’:!—2.
n=

[

Uberdies ist P,(x) durchweg stetig und hat die Periode 1. Wir setzen
weiter
2sin2nmx
Ps(") =+ﬂ§_(2nn)’_’

so daB Pj(x) = P,(x) fiir jedes x und Pg(0) = o ist. Allgemein setzen
wir

1 y2c0s2n AT
| P g e

(@) o .
- 2sinznax
l Pipr(@) = (—1)~! 2y ¥
Fir A=1,2,... sind diese Funktionen simtlich durchweg stetig
und stetig differenzierbar; sie haben die Periode 1, und es ist fiir alle »

Ppi(®) = Pk(x)’ (k=2,3,..),
b
®) Py,(0) = (—I)"—IZ

n=1

P, =
(2”7[) (21)!’ 21+1(0) Y
fir A=1,2,... (vgl. 186). Wie aus der Definition ferner hervor-
geht, sind die P, () fiir # = 2in 0 < # < 1 ganze rationale Funktionen.
Neben Py(x) =x —3ino<x<Ihatmanino=x=<1

%3 x I 22
PBH=7-7+% =2|+n n+21'

A 1 x By, x
Ps(x)="6‘—7+}_2 3l+xlzl+2l B1l

PL 1 oA B, x? ,E!
Py(x) = —,—;+;;*;;,—ﬁ+n 3‘+ﬁzr al

1 Vgl. die vorangehende FuBnote.
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Allgemein ist, wie man durch vollstindige Induktion leicht bestitigt,

xk-1 yk-2 B,

Py(x) = kl+ 1|(k-—x)l+ 2! Gttt
B0 () (e
+(,2,) B+ () B}
oder
© P, (%) = 1 (x + B),

falls wir die schon in 105 eingefiihrte symbolische Bezeichnung benutzen.
Das sind die sogenannten BernourLischen Polynome?!, die in vielen Unter-
suchungen eine wichtige Rolle spielen®. Einige ihrer Eigenschaften
werden wir alsbald kennen lernen.

Zuvor aber soll die Formel (*) mit Hilfe dieser Polynome verbessert
werden. Partielle Integration liefert

6{ P (x)(x)dx = [P, ]z — 6]‘ P, {"dx
= 2=l — P, +fP3 pax

=Bt + f P " dx

und allgemein

n
fp“_ll(za—l)dx (z).)l (f@r-n — f(“_l))‘*'fpzlﬂl(“*”dx
0 0

fiir A = 1. Fiir jedes & = o haben wir also, wenn nur die auftretenden
Ableitungen von f(x) existieren und stetig sind:

I;,+f,+-~+f,.==6ff(w)dw+%(fn+fo)
f!(f,. )+ A=)+

T Ent (ak)! URTV = FF0) + Ba,

1 Sie treten zuerst bei JaAkoB BERNOULLI: Ars conjectandi, Basel 1713, auf.
Dort erscheinen die Polynome als Ergebnis eines speziellen Summierungsproblems,
das weiter unten in B, 1 behandelt wird.

® Manche Autoren bezeichnen das Polynom @,(x) = (¥ + B)* — B* als
k% BernouLuisches Polynom; andre wiederum bezeichnen damit das Polynom
(x + B)k+1_— Bk+1

k41

va(¥) =

Diese Abweichungen sind unwesentlich.
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wo zur Abkiirzung

R, =! Pirgr () fER+D () d 2
gesetzt wurde. Das ist die EULERsche Summenformel.

Bemerkungen.

1. Da bei der letzten partiellen Integration,

n n
. n
_Jp“/mndx: _[P2k+1/(“)]o+é‘P!k+1/‘“+nd"-

der ausintegrierte Teil verschwindet (denn es ist P,,,,(n) = P, x+1(0) =0), so
darf man fiir das Restglied der Summenformel auch

n
Ry=— [ Py 20 () dx
0

schreiben.

2. Setzt man F(a + x h) = f(#), so erhilt die Formel eine etwas allgemeinere

Form, in der

F(@) + F(a+h) 4+ F(a+nh)
die linke Seite bildet. Die Formel kann daher unter sonst gleichen Annahmen
zur Summierung irgendwelcher Aquidistanter Funktionswerte benutzt werden.

3. Unter passenden Einschrinkungen kann man in der Summenformel » — 4 0o
riicken lassen. Je nachdem Jf, konvergiert oder divergiert, erhalt man dadurch
einen Ausdruck fiir die Summe der Reihe oder fiir das Anwachsen ihrer Teil-
summen. Das Ergebnis ist fiir jeden Wert von k (rechter Hand) ein andres.

4. Fir & > 400 kann R, gegen o streben. Man erhilt dann rechts eine un-
endliche Reihe, in die die links stehende Summe transformiert worden ist. In-
dessen tritt dieser Fall nur selten ein, da die BErRNOULLIschen Zahlen (s. S. 245,
FuBnote) sehr schnell anwachsen. Tatsichlich fillt die Reihe

Z(I:;l;! (fok- 0 — jak-v)
k=1

bei fast allen in den Anwendungen auftretenden Funktionen f(x), und zwar fir
jedes n, divergent aus. So legt die Formel ein Summierungsverfahven flr diver-
gente Reihen nahe. Vgl. jedoch das nachstehende Beispiel B, 3.

5. Wenn die Differenzen (/f;"” — /3“‘”) samtlich dasselbe Vorzeichen
haben, ist die eben erwihnte Reihe alternierend, da die Zahlen Bgi abwechselnde
Vorzeichen haben. Es wird sich zeigen, daB in diesem Falle die in 4 erwahnte
Reihe trotz ihrer Divergenz beziiglich der Restabschitzung sich wie eine kon-
vergente, alternierende Reihe verhalt (vgl. die einleitenden Absitze dieses §).

6. Die Formel wird nur dann brauchbar sein, wenn fiir ein passendes k der
Rest |R,| unter dem gewiinschten Genauigkeitsgrad liegt. Zunachst steht uns
aber zu seiner Abschatzung nur die Ungleichung

0
2 I 4
Pe(r)| = zn) "2;:;; = (2n)¢
zur Verfigung (k =2). DaB diese auch fir k=1 gilt, ist klar, da ja stets
| P, (*) | <% ist. Nach 188 kann ihr fir gerade k noch die schirfere Form

B
P(x)| < | B egeben werden.
=" &



544 XIV. Kapitel. Die Eulersche Summenformel. Asymptotische Entwicklungen.

B. Anwendungen.

1. Es ist klar, daB die Formel die giinstigsten Resultate liefert,
wenn die hoheren Ableitungen von f(x) sehr klein, besonders also
wenn sie o sind. Daher wihlen wir zuerst f(x) = x?, (p = 1 ganz). Die
Formel liefert

n
P+ 29437 L .. }-n? =fxrdx + .;_ n? + A%pnz’-l +...
0

Hier ist die Reihe rechter Hand bei der letzten positiven Potenz von =
abzubrechen, denn (f* — f*) verschwindet nicht nur, wenn f®(x) = o,
sondern auch schon (nach 297b) wenn es identisch konstant ist. Bringt
man noch das Glied #? nach rechts, so erhilt man

IP+27+...+(n__I)D

1 + 1 p+1 i

=p+x{”p“+(P V) B (M) Buwe ot g
oder, da innerhalb der Klammer rechter Hand kein konstantes Glied
auftritt,

Ip+2p+“.+(n_l)’=p-:-x{(n+B)p+l_BP+l}'

2. Die behandelten Summen kénnen auch auf dem folgenden, ganz
andersgearteten Wege gewonnen werden: Entwickelt man in der Summe

I+ et 4 e2t 4 ...} eln-Dt
. . . P
jedes Glied nach Potenzen von ¢, so ist der Koeffizient von 7T offen-

bar gleich
IP+2P+. . ._}_ (n_I)P_
Andrerseits ist — unter Benutzung der symbolischen Schreibweise
(s. 105, 5) — die erste Summe gleich
gn!__x__enl_.l ein+ B)t __ ¢Bt

= Bt —
et — 1 t ¢ t

Als Koeffizient von ;Q!- und folglich als Wert der Summe

1P 427 4.4 (n—1)?
erhilt man hiernach unmittelbar wieder den Ausdruck

P_:j{(n + B)p+1 — Br+1}],

3. Wird f(x) = ¢** und # = 1 genommen, sa liefert die Formel

k
Te+rn="""xy _21’(—;;;,«2*-1@“— 1)

Bi
2
1

+ “zk+1fpzk+1(x)’ea‘dx:
0
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oder

R v By, o au‘n
e — 1 I—3 + 2/(2;:)1 — P2’~+l ¥)e*‘dx.

Da hier nach 298, 6 sofort zu erkennen ist, daB das Restglied - o
strebt, wofern nur |a| < 27 ist, so hat man fiir diese «
), o ot

2]
x
a_7 -1 2/
— 1-0

eine Entwicklung, die wir in 105 auf ganz andrem Wege erhalten
hatten.

2r

Ahnlich erhilt man die Entwicklung 115 fiir %ctg g—, wenn man
f(x) —- cosax und # = 1 nimmt.
4. Wiahlt man f(x) =

(n — 1) ersetzt wird,

I
I S erhilt man, wenn noch # durch

14— oot =logn + +_+—;(1__‘-)+

n?

B, 1
et
n
B
+—2—”,§<I—n;,‘ — (2k + 1 f ~;~-,}‘)dx.
i

Da man hier, genau wie S. 540, # — + 0 riicken lassen darf, erhilt
man den folgenden verbesserten Ausdruck fiir die EuLERsche Kon-
stante:

2k+l( )
TEkFE dex.

T+ +3+

In diesem Falle strebt das Restglied fir 2 — + 00 sicher nicht gegen o.
Die Reihe 2 —Jz—’l;i divergiert sehr stark, — so stark, daB die zu-

gehorige Potenzreihe Z ijlk"— x*k sogar bestindig divergiert; nach
136 ist namlich
2k)! .
| Bax| = (22%:—);),‘17 mit 1< <2
Trotzdem kann C mit Hilfe des obigen Ausdrucks sehr genau berechnet
werden (vgl. Bem. 6). Nimmt man z. B. £ = 3, so hat man zunichst

@) C = - 4 ! ——~+ 7!f%dx.

2 T 12 120
1

Nimmt man nun von dem Integral nur den Teil von x = 1 bis x = 4,
Knopp, Unendliche Reihen. 5. Aufl. 35
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so ist der Betrag des Fehlers
dx - 7!
[P A S A -8
=71 % = e <o
4

Dabher ist
4

1459 " Py ( .
C=2;20—7!J;—:)dx+l—z, mit |n|<1.

Der Wert des letzten Integrals wird nun wiederum von der Ausgangs-
formel geliefert, wenn man dort #» = 4 setzt. Hiernach ist namlich

4
——7!1%“:“; + 5+ —loga
1

1459 1 1 1 I
—2520_2.4_*_ 12-42—120-44+252-4°'

Also ist
0,5772146 < C < 0,5772168 .

Auf diesem Wege kann man ersichtlich C mit viel gréBerer Genauig-
keit berechnen als zuvor — theoretisch sogar mit jeder belicbigen Genauig-
keit. Doch ist zu beachten, daB dieser giinstige Umstand allein darin
seinen Grund hat, daB wir die Logarithmen als bekannt ansehen
durften.

5. Wahlt man f(x) = log (1 + %), ersetzt wieder » durch (n — 1)
und verfihrt im tbrigen wie bei den bisherigen Beispielen, so liefert
298 zunichst fir £ = o

logr +logz + - - - +1°g”=f1°g"d"+';—logn-i-»J‘P‘jx)dx
1 i
oder
Py
logn! = (” + —;—)logn— (n — 1) +f————‘:) dx .
1

Partielle Integration liefert

n

n
P, (x P, P,
fettan i frin
1

und zeigt, daB das Integral fiir » — + 00 konvergiert. Daher diirfen
wir setzen

(*) logn!=(n+~£—>logn——n+y,,

und wissen, daBB der Grenzwert

limy, =y

n— 0
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existiert. Sein Wert ergibt sich folgendermaBen: Nach (*) ist
2log(z-4-...2n) =2nlog2 + 2logn!
=2nlog2 + (2n + 1)logn — 22 + 2,

= (2n 4+ 1)log2n —2n —log2 + 2y,
und

log (zn 4+ 1)! = (2n—|—%>log(2n+ I) — (27 +I) 4+ Vopysr-

Durch Subtraktion erhilt man hieraus

2:4:6-...27m
1og~~f~4

1-3-5-...2n—1 2n+41

=(2n+1)log<1 —ﬁ)— %log (2n 4 1)

+1— IOgZ + 2Yn —V2n+1-
Bringt man nun noch das Glied § log(z# + 1) nach links und 48t

n — -+ o0 gehen, so folgt unter Benutzung des WALLIsschen Produktes
(s. 219, 3), daB

log}/ % = 141~ logz+2y—7,
also o
y=Ilogyzn
ist. Daher hat man schlieBlich
(**) logn! = <” + ~—;—) logn —n+log J2n —fﬂp‘:”) dx.

n

Multipliziert man diese Gleichung mit dem Modul M der BriGesschen Logarith-
men (s. S. 265) und bezeichnet diese letzteren mit Log, so hat man

[oe]

— P
Log n! = (“ + ~I—> Logn —nM + Log J2n — MJ‘J;{’) dx.
2
n
Dies liefert z. B. fiir » = 1000
=)
Py (x
Log 1000! = 3001,5 ~- 434,29448: -+ 0,39908 - -+ — Mf—‘x(z—) dx.
1000
Da
@ © @
!Mfﬁﬂd,, < m [P +[Mf£z.<;zdx‘
x x 1000 X
1000 1000
4 M 4 Mo 1
= (—53152-?)60 F (27)2 1000 < 10000 ’

so ergibt sich, daB
Log 1000! = 2567,6046 . ..
ist mit einem Fehler, der absolut genommen < 10”4 bleibt. Hiernach ist 1ooo!
eine Zahl, die mit 40z ... beginnt und 2568 Stellen hat.
35*
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Genau wie in den vorangehenden Beispielen 148t sich die Formel (**)
noch durch partielle Integration erheblich verbessern. Da

lel(z) dx P}.-o-l + )‘f Pl;:‘(‘) dx, ; > I),

n

ist, erhilt man nach 2% Schritten

+£L _I.+...

1
logn!=(n+ )log'n n+logy2:r+lzn 34

Bek 1 r P3it1(x)

+(zk—1)2kn2" 1 (2"‘)' Tzl

Da hier das Restglied (bei festem %) absolut klemner ist als eine feste
Konstante dividiert durch #2*, so kénnen wir dem Ergebnis auch die
Form

By Bk 1 An

3 ."' *tER-D IR Ek=1T 2k
n!==(—) Vznn,e

geben, in der die 4, immer (d. h. fiir jedes feste k) eine beschrinkte
Zahlenfolge bilden. In jeder der beiden Formen pflegt man das Er-
gebnis als StIrLINGsche Formel! zu bezeichnen.

6. Wihlt man etwas allgemeiner f(x) = log(y + x) mit y > o,
so liefert die EuLErsche Formel zunichst fir £ = o

logy +log (y + 1) +- -+ log (y + »)
= (y +n)log(y +n) —n —ylogy 4~—(log (y + n) + logy) +f Pulx )d

Hieraus kann man folgendermallen einen entsprechenden Ausdruck
fir die I'-Funktion herleiten (vgl. S. 398 und 455): Man subtrahiere
diese Gleichung von der Gleichung (**) des letzten Beispiels und addiere
beiderseits log #¥. So erhidlt man

nlnv . Iy N r Yy +n
10gy(¥+1)---(y+n)_(y z)logy (y+n+2)log

n

—— P, (%) P, (%)
+ log }/zn —fy‘—+;dx —f—‘x—d
0

n
Fiir n — 4 oo liefert dies

P
log I'(y) = (y— —:—)logy— y+logyzn ——f;—‘_%%dx.
0

1 STIRLING, J.: Methodus differentialis, S. 135. London 1730. Die Tatsache,
daB die Konstante ¥ = log Jzn ist, wurde indessen erst spater gefunden.
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Wird hier 2k-mal partiell integriert (oder dic EULERsche Formel so-
gleich fiir ein beliebiges % angesetzt), so erhidlt man hieraus die verall-
gemeinerte STIRLINGsche Forme'!

logI'(y) = (y — 5 )logy — y + log V2

By 1 B, 1 Bk I
to vttt teroen

Per41(x)
— (2k)! (y_*'_‘x)““dw.
0

7. Es sei jetzt f(x) = (T—TT“XT‘ mit x > o und beliebigem s. Da wir
die Fille s =1, —1, —2, ... schon behandelt haben und der Fall
s = 0 trivial ist, diirfen wir s von diesen Werten verschieden voraus-

setzen. Ersetzt man in der EuLERschen Formel wieder # durch (n — 1),
so liefert sie

I+ttt m

ns

— )+ TG+ 2 () - )+

+%(S+2k—2)<1“;-‘T;ﬁ)_(2k+I)!(s+2k>J'fy_Ll,(“_)dx_

2k —1 2k 41 xs+2k+1
1

Ist s > 1, so kann man hierin # — + o© riicken lassen und erhilt
dann den folgenden bemerkenswerten Ausdruck fiir die RIEMANNsche
{-Funktion (vgl. S. 356, 459/62 und 509):

DR - L

s-—1 2k 2R —1
s+ 2k P (*)
—(2k +1)! <2;+ ,)f e dx.

1

Da hier die rechte Seite fiir s # I, s > — 2k einen Sinn hat und da man
sich fiir 2 jeden belicbigen positiven, ganzzahligen Wert genommen

denken kann, so folgt hieraus unmittelbar — die Einzelheiten des
Beweises gehoren der Funktionentheorie an —, daB8
1
tls) -

eine ganze transzendente Funktion ist (vgl. S. 509, Fuinote 2). Uber-

1 STIRLING gibt 1. c. die Formel fiir die Summe
log ¥ + log (¥ + a) +log (¥ + 2a) +---+ log (¥ + na).
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dies liefert uns der erhaltene Ausdruck

to) = —
und fiir s = — p (p positiv, ganz), falls man sich 2z & > $ denkt,
- Bo(=P\ L Ba(—P 2y,
H=p) = p+1 B‘+2(l)+4< 3 >+

Die Reihe bricht hier von selbst ab, und man kann schreiben

) = =l P ) B (P ) B (P ) By
= _p——_:———f(l + B+t = __p“_;.;:.

Die letzte Gleichheit folgt hierbei aus (1 + B)?+1— B?+1 = o (s. 106).

C. Restabschitzungen.

Die Abschitzung des Restes in der EuLeERrschen Formel, die fiir
praktische Zwecke besonders wichtig ist, wurde bisher noch vermieden.
Doch dringt sich nun die Frage auf, ob man nicht allgemeine Aussagen
iber die GroBe dieses Restes zu machen vermag. Wir werden sehen,
daB dies moglich ist; und zwar wird sich zeigen lassen, daB in sehr
allgemeinen Fillen der Rest dasselbe Vorzeichen hat, aber seinem Betrage
nach kleiner ist als das erste vernachlissigte Glied, d.h. als dasjenige
Glied, das in der Summenformel auftreten wiirde, wenn man dort
k durch %2 + 1 ersetzt. Dies wird u.a. immer dann eintreten, wenn
f(x) fiir x > o ein festes Vorzeichen hat und wenn f(x) und all seine Ab-
leitungen fiir x > + co monoton gegen o streben.

4 M |
2 — %
Fig. 14.

Um dies zu beweisen, miissen wir zunichst das Bild der Funktion
y = Py(x), (k = 2), im Intervall o < x < 1 genauer untersuchen. Wir
werden zeigen, daB dies Bild den in den Fig. 14, 1, 2, 3, 4 dargestell-
ten Typus hat, je nachdem £ bei der Teilung durch 4 den Rest 1, 2, 3
oder o liaBt.

Wir werden, schirfer gefaBt, zeigen, daB8 die Funktionen P, (x)
mit ungerader Nummer drei Nullstellen erster Ordnung in o, §, 1
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haben, diejenigen mit gerader Nummer dagegen zwei Nullstellen erster
Ordnung im Innern des Intervalls, und ferner, daB die Funktionen die
aus den Figuren ersichtlichen Vorzeichen haben. Kurz also: die Funk-
tionen P,; (%) sind vom Typus der Kurven (—1)*~1 cos 2 xx und die
Funktion P, ,(x) vom Typus der Kurven (—1)*~1sinzzx.

Diese Tatsachen kann man fiir die Nummern 2, 3 und 4 nach dem
Muster der nachfolgenden Ausfithrungen direkt beweisen oder aus den
expliziten Formeln von S. 541 ablesen. Wir diirfen daher annehmen,
daB die Behauptungen bis zu Py;(x) einschlieBlich (4 = 2) schon be-
wiesen sind. Fir Py, (%) folgt dann aus 297 unmittelbar, daB es an
den Stellen o, 4, 1 verschwindet und daB

Pyryy (1 —x) = — Py (%),

daB also P,;,, symmetrisch ist in bezug auf den Punkt x =}, y = o.
Hitte nun Py, (%) noch ecine weitere Nullstelle, so miiBte es
deren mindestens zwei, im ganzen also fiinf haben. Dann hitte aber
entgegen unserer Annahme P,;(x¥) nach dem RorLEschen Theorem
(§ 19, Satz 8) mindestens vier Nullstellen. Das Vorzeichen von Py, (%)
in 0 < x < } ist nun das gleiche wie das von Pj;,,(0) = Py, (0), d. h.
das gleiche wie das von B,;, also das Zeichen (—1)*~1.

Da Pj,, o(%) = Pyi,1(%) ist, so hat Py, (%) nur eine Extremstelle
in 0 < x < 1, namlich in x = }. Der dortige Wert Py, ,(}) muB das
entgegengesetzte Vorzeichen haben wie Py;,,(0), da sonst Py, ()
ein festes Vorzeichen in o < x < 1 hitte und folglich

1
JPuH(x)dx = [Parss(¥)]s +0

wire, was wegen der Periodizitit der Funktionen gewil nicht der Tall
ist. Da schlieBlich Py, ,(0) dasselbe Vorzeichen hat wie By, s, d. h.
das Vorzeichen (—1)* so sind alle Behauptungen bewiesen!. Wegen

Py (1 —x) = Py(x)

ist iibrigens P,,(x) symmetrisch zur Geraden x = }.
Ist nun k(x) eine fiir x = o positive, monoton abnehmende Funk-
tion, so hat p+1

[Py (¥) B(x) dx, (p =0, ganz),
¥

offenbar dasselbe Vorzeichen wie Pg;,;(%) in 0 < x <%, d h. das
Zeichen (—1)*~1. Denn wegen der Symmetrie des Bildes von Py, ,;(x)
und wegen des monotonen Fallens von 4 (x) ist

r+i

J Porsa(0) () dx

tp

p+1

> S Pora(x) h(x)dx .
o+t

! DaB nur Nullstellen erster Ordnung in Betracht kommen, folgt sofort aus

der Beziehung Pl (x) = Pi(x).
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Also hat auch "
dfPﬂ“(x)h(x)dx

das Vorzeichen (—1)*~1, so daB insbesondre fiir A = o, 1, 2, . . . diese
Vorzeichen alternieren. Genau die umgekehrten Vorzeichen treten
natiirlich auf, wenn A(x) stets negativ ist und monoton wichst.
Nimmt man nun an, daB die Funktion f(x) fiir x > o erklirt ist und
daB sie selbst und alle ihre Ableitungen fiir * -+ co monoton gegen o
streben, so hat auch jede dieser Ableitungen ein festes Zeichen?!, und

speziell haben f2*+1)(x) und f2*+3) (x) dasselbe Zeichen. Die Restglieder
der EuLerschen Formel

Ry [Py, (x) f2%+1(x)dx
0

haben daher fiir 2 = 1, 2, ... alternierende Vorzeichen. Daraus folgt

aber, daf3 R, und (R, — R, ,) dasselbe Vorzeichen haben, und weiter,da3
le: = iRk_ Rk+1l

ist. Nach der EuLERschen Formel ist nun

r B
Ri=(fot fut ook fa) = JH) dx — oo — R (fE 0 — f#40)
und also
R.,—R,,,= _(;%_:__%_! (f@k+ 1 — j@K+n)

Dies ist aber gerade ,,das erste vernachlissigte Glied*, dessen Vor-
zeichen hiernach also mit demjenigen von R, iibereinstimmt, wihrend
sein absoluter Wert mindestens so grof8 ist wie der von R,. Damit
haben wir den

300. Satz. Ist die Funktion f(x) fiir x 2 o erklirt und strebt sie ebenso
wie alle thre Ableitungen fiir x — + 0o monoton gegen o, so lift sich die
EuLersche Formel in der einfacheren Form

n

B '’ '’
ottt b= A G S+ B S+
0
e B (f2k—1 _ f2k-1) 4 @ B“*LA( @k+1) __ 2+ 1)
(2k)r " 0 (2kh 4 2)!Vn o
schreiben, tn der 0 < ¥ < 1 1st.

Die unendliche Reihe, von der hier rechter Hand die ersten Glieder
auftreten und die im allgemeinen divergent ist, hat also tatsichlich
die einleitend S. 537 erwihnte, charakteristische Eigenschaft der alter-
nierenden Reihen, die fiir numerische Zwecke besonders bequem ist.

1 Hierin soll auch der Fall mit eingeschlossen sein, daB eine dieser Ablei-
tungen (von einer Stelle ab) stindig =o ist.
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Bemerkungen und Beispiele.
1. Wie schon Caucny bemerkt, hat die geometrische Reihe
I 1 t e
cyiT T T @taoT (>0, t>0),

die eben erwihnte Eigenschaft der alternierenden Reihen nicht nur im Falle
der Konvergenz, sondern fiir beliebige (positive) ¢ und ¢ Denn schreibt man die
Entwicklung mit Restglied, also in der Form

1 1 t m n+l 1

s at (e

cn+2 t?

14—

cn+l

so gilt sie in allen Fallen. Der links stehende Wert wird also fiir beliebige (positive) ¢
und ¢ durch die n** Teilsumme der Reihe dargestellt bis auf einen Fehler, der
dasselbe Vorzeichen hat wie das erste vernachldssigte Glied, seinem Betrage nach aber
kleiner ist.

Benutzt man dies bei den Entwicklungen

2 _ 1 e t n
472n2+t2~2<(2vn)’ (zvn)‘_{-(zv:rz)°-~ )
und addiert, so folgt, daB die Funktion

oo

Q) 2 __( 1 1 + I\ 1
a4t \d—1  t —2-)_!_
yo=]l

fiir jedes ¢ > o auch durch den Ausdruck

Bﬂ Bd Bik B!k#’
2 —% 2 e L% f2k-2 -2t 12k
2!+4! + +(zk)! + (24 + 2)!
dargestellt wird, bei dem iiber den Faktor # allerdings nur bekannt ist, daB er
zwischen o und 1 liegt.
Multipliziert man hier noch mit ¢=*¢ und integriert iiber ¢# von o bis 4 oo,

so folgt wegen
@ [es)

A-stgy ! a1t , _ (@A
fti e~ % dt.—xzh—) T e dt_x—su-l-
0 0
daB

@

( ! ! 1)e-# By 1 B, 1 Bs» 1
J‘(C‘_ ’“T+?) ! dt_—‘—';.—x—-*_m.%’_i— '+(-2'k——x)(2k) FoE-1
0

Bgxsa 1
T Gk eET s e o<hi<n
ist.

2. Nach B, 6 kann die Funktion

log I"(x) — {(x - —:—)log x—xT logﬁ}

gleichfalls durch den Ausdruck dargestellt werden, den wir in 1. erhalten haben;
denn das in B, 6 benutzte Restglied kann nach 300 in der eben erhaltenen Form
geschrieben werden. Hieraus darf man aber ohne besondere Untersuchungen noch
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nicht schlieBen, daB

@

. 1 S —_— 1 1 I\ e—xt
log](x):(x—7>loga-—.1+logyzn+f(;t—!-7+7) dt
0

t

Ist (vgl. 301, 4). Denn wir haben nur bewiesen, daB die Differenz beider Seiten
der Gleichung fiir grofle x sehr klein ist, doch kann daraus noch nicht geschlossen
werden, daB sie fiir srgendeinen Wert von x einander gleich sind. (Tatsachlich ist
die hingeschriebene Gleichung aber richtig.)

3. Genau wie oben kann auch bei den Beispielen B, 4, 5, §, 7 der Rest sehr
einfach durch die Feststellung abgeschitzt werden, daB er dasselbe Vorzeichen hat
wie das erste vernachlassigte Glied, seinem Betrage nach aber kleiner als dieses
ist. Denn man erkennt unmittelbar, daB die bei diesen Beispielen benutzten Funk-
tionen f(x) die Voraussetzungen des Satzes 300 erfiillen.

§ 65. Asymptotische Reihen.

Wir kehren nun zu den einleitenden Bemerkungen von § 64, A zuriick.
Die Reihen, die man in den Beispielen B, 4—7 erhilt, wenn man sie
ohne Ende fortsetzt, sind divergent. Soweit es sich dabei um Potenzreihen

in 7‘( oder —:‘— handelt, kann man sogar genauer sagen, daB es bestindig

divergente Potenzreihen sind. Trotzdem konnen sie fiir numerische
Zwecke niitzlich sein, da die Untersuchung des Restes gezeigt hat,
daf er dasselbe Vorzeichen hat wie das erste vernachlissigte Glied, aber
absolut genommen kleiner als dieses ist. Diese Glieder nehmen aber
zunichst ab und werden bei groBen Werten der Veridnderlichen sogar
sehr klein; erst spiter wachsen sie wieder zu groBen Werten an. Daher
kann die Reihe trotz ihrer Divergenz fiir numerische Zwecke verwertet
werden. Esist dies zwar nur mit begrenzter, oft jedoch mit so groBer Ge-
nauigkeit moglich, daB selbst den feinsten wissenschaftlichen Zwecken
(etwa in der Astronomie) geniigt wird!. Und dies ist um so eher der
Fall, je groBer die Variable ist; oder genauer: Wenn (wie in B, 5 und 6)
die aus der EuLErRschen Formel gewonnene Entwicklung die Form

flo) = g(0) +ao+ 3+ F+ -

hat, so folgt daraus nicht nur fir x — + 0 und jedes feste k£ die Be-
ziehung

a a

1) = (6@ +ao+ 2+ - + 1) >0,

1 EuLER, der nirgends Restglieder betrachtet, sieht z. B. ohne weiteres die
linke Seite von 298 als die Summe der divergenten Reihe an, die réchts auftritt.

1 B, B, .

So schreibt er wegen 299, 4 unbedenklich C = Y + —2—' + —4-‘ + +--. Das ist
indessen nicht statthaft, auch nicht von dem allgemeineren Standpunkt des § 59
aus; denn die Untersuchungen des § 64 haben kein Verfahren geliefert, das die
in Rede stehende Summe aus den Teilsummen der Reihe durch einen konvergenten
GrenzprozeB herzuleiten gestattete. Das war aber im XIII. Kapitel stets der
Fall.
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sondern sogar die Beziehung

xk

#[100) —(gl0) +ap+ 2+ -+ 5)]>o.

Eine allgemeine Untersuchung dieser Eigenschaft unsrer Entwick-
lung wurde fast gleichzeitig von TH. J. STIELTJES! und H. POINCARE?
durchgefiihrt. Dem ilteren Sprachgebrauch folgend nannte STIELTJES
unsere Reihen semi-konvergent, eine Bezeichnung, die die Tatsache
unterstreicht, daB die Reihen fiir numerische Zwecke sich fast so be-
nehmen wie konvergente Reihen. PoOINCARE dagegen spricht von
asymptotischen Reihen und stellt so ihre zuletzt genannte Eigenschaft,
die exakt definiert werden kann, in den Vordergrund. Dieser POINCARE-
schen Bezeichnung wollen wir uns weiterhin anschliefen und prazisieren
nun den Sachverhalt durch die folgende

Definition. Eine Rethe der Form a, + 07’ + Z—i + - - -, die fiir keinen

Wert von x zu konvergieren braucht, heifit eine asymptotische Darstellung
oder Entwicklung der Fumktion F(x), die fir alle hinreichend grofen
positiven x defintert sein soll, wenn fiir jedes feste n =0, 1,2, . ..

[F(x) - (“o+%+f—,§+ e +%~:)}x"—>o
strebt fiir x — + 00. Man schreibt dann symbolisch
a a.
F(x)~“0+'f+;§+ ce

Bemerkungen und Beispiele.
1. Die Koeffizienten a, sind hier keiner Beschrinkung unterworfen, da die
' 4 . .
Reihe 2, -x—: nicht zu konvergieren braucht. Sie diirfen auch komplex sein, wenn

F(x) eine komplexe Funktion der reellen Verinderlichen x ist. Auch diese Variable
darf komplex sein. Sie muB dann aber langs eines bestinmten Radius arc » = konst.
gegen 0o riicken; denn die asymptotische Entwicklung kann fiir jeden Radius
eine andre sein. Im folgenden wollen wir diese Verallgemeinerungen beiseite lassen
und betrachten weiterhin alle GréBen als reell.

Andrerseits ist die Funktion F(¥) haufig nur fiir ganzzahlige Werte der Variablen
definiert, wie etwa in den Fiallen (vgl. § 64, B, 1 und 4)

19 2% 4 .- 2%, 1+.£_+...+T:..

In solchen Fillen werden wir die Variablen meist mit &, », #, .. . bezeichnen. F(x)
bedeutet dann einfach eine Zahlenfolge, deren Glieder als Funktionen ihres Index
asymptotisch dargestellt sind.

! StiertyEs, TH. J.: Recherches sur quelques séries semi-convergentes.
Annales de I’Ec. Norm. Sup. (3), Bd. 3, S. 201—258. 1886. _

2 Porncargt, H.: Sur les intégrales irregulitres des équations linéaires. Acta
mathematica Bd. 8, S. 295—344. 1886.
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Ta
2. Wenn eine Reihe der Form 2 ;:— filr » > R tatsichlich konvergiert und

die Funktion F(x) darstellt, so ist die Reihe offenbar gleichzeitig eine asympto-
tische Darstellung von F(x). So liefert uns jede konvergente Potenzreihe auch
ein Beispiel fiir eine asymptotische Darstellung.

3. Die Frage, ob eine Funktion F(x) eine asymptotische Darstellung besitzt
und welche Werte dann die Koeffizienten haben, 148t sich theoretisch unmittelbar
dadurch beantworten, daB fiir xr - 400

F(x) > a,,

(F(x) —ag) x — a,,

(F(x) — ao——;l) x> ay,

streben muB. Indessen wird die Entscheidung nur selten auf diesem Wege mog-
lich sein; doch zeigt diese Betrachtung immerhin, daB eine gegebene Funktion
héchstens vine asymptotische Entwicklung besitzen kann.

4. Andrerseits koénnen verschiedene Funktionen sehr wohl ein und dieselbe
asymptotische Entwicklung haben. Denn fiir F(x) = e~ %, (¥ > o), sind die in 3
betrachteten Grenzwerte samtlich vorhanden und samtlich = o. Es ist also

o o
e—1~°+7+ﬁ+'..

Ist also F(x) irgendeine Funktion, die eine asymptotische Entwicklung besitzt,
so haben z. B. die Funktionen

F(x) 4+ e-*, F(x) + ae-bx (b>o0), ...

genau dieselbe asymptotische Entwicklung. (Aus diesem Grunde durften wir
in 800, 2 nicht ohne weiteres schlieBen, daB die beiden dort betrachteten Funk-
tionen 1dentisch seien.)

5. In geometrischer Sprache kann man sagen, da8 die Kurven
a a
y=ao+--+- -+ und y=F@

im Unendlichen eine Berithrung von mindestens %% Ordnung eingehen
6. Fiir die Anwendung ist es vorteilhaft, auch die Schreibweise

F(s) ~ 1) + 600) (S0 + 2+ 53 4+

zu benutzen, in der /() und g (») irgend zwei fiir alle hinreichend groBen x definierte
Funktionen bedeuten sollen, von denen die zweite dort niemals o ist. Diese Schreib-
weise soll dann lediglich besagen, daB

F(x) — f(x) e @y
A ?(.;T-«,‘ao.i__x._*_;i_}....

ist. Einige der in § b4, B behandelten Beispiele kénnen in diesem Sinne als die asym-
ptotischen Entwicklungen der betreffenden Funktionen angesehen werden; denn
wir diirfen jetzt schreiben:

B, 1 By 1

1 1 1 .
a) ‘+T+"'+T,~'°g”+c+;7‘7'?‘T'F“""
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b) 1 I~ —)1 - ¥ Bt B i B

) logn (n-}- )ogn n + log 2n+ + Ta n"+

c) log(F(x))~(x——)logx——x+logyzn+._ _+___ _~+
x 4 A

1 I

G 1 o~ ()

s —1 ne-1

1 [ 1 B, /s\ 1 B, /s42\ 1
i -2 ()52 ) )
né | 2 2 1) n 4 3 nd
Bei der letzten Formel muB s F 1 sein; fiir s = 1 handelt es sich um die
unter a) gegebene Entwicklung.
Das Rechnen mit asymptotischen Reihen.

Mit asymptotischen Reihen 14Bt sich in mancher Hinsicht ebenso
rechnen wie mit konvergenten Reihen. Ganz unmittelbar sieht man,
daB, wenn die Funktionen F(x) und G(x) je eine asymptotische Ent-
wicklung besitzen, etwa

F(x) ~ay+ 22 4
und
G(x/ ~ b + + — ' . .,
daB dann auch die Funktion « F (x) + ﬂG(x ) fiir beliebige Konstante
o und B eine solche Entwicklung hat und daB
F(x) + BG(x) ~ oy + fb, + 22 TPl 20t FP:

ist. Fast ebenso leicht erkennt man, daB auch das Produkt F(x) G (x)
eine asymptotische Entwicklung besitzt und daB
F#)G@) ~co+ 2+ 2 +-
ist, wenn wie bei konvergenten Relhen
agb, + ayb, _+ -+ aby=c,
gesetzt wird. Nach Voraussetzung diirfen wir nidmlich (bei festem n)

An -1 a.+8

+ .

(x)”"a0+ + '.+Z" l+——xn ’
Glr) = bo+ 2 koo b 2azh 4 2T

setzen, wenn mit & = £(x) und n = (x) Funktionen bezeichnet werden,
die fiir x - 4 oo gegen o streben. Hieraus folgt dann, daB

[F(x)-G(x) — (co+ 2+ Z +- ‘“)] "

)b ,, b
h_aon+boe+a1_(_b_ﬂ)_+a3 n- 1+ +(a,,+e l+ (a +5)( +7’)

ist, was fiir x - 4 0© offenbar gegen o strebt.
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Durch wiederholte Anwendung dies~~ einfachen Ergebnisse folgt
hieraus der

Satz 1. Wenn jede der Funktionen F\(x), F,(x), ..., F,(x) eine
asymptotische Entwicklung besitzt und wenn g(zy, 2,, . .., z,) irgendein
Polynom oder — wenn wir einen Teil des nachjolgenden Satzes vorweg
nehmen — irgendeine rationale Funktion der Verinderlichen zy, z,, ..., z,
bedeutet, so besitzt auch die Funktion

F(x)=g(F,(x), F5(%), ..., F,(x)

eine asymptotische Entwicklung. Diese berechnet sich genaw so, als ob alle
Entwicklungen konvergent wiren, wofern nur der Nenner der rationalen
Funktion nicht verschwindet, wenn fiir z,, . . ., z, die konstanten Glieder der
asymptotischen Entwicklungen eingesetzt werden.
Dariiber hinaus gilt der folgende

Satz 2. st g(z2) = a9+ o324+ -+ a,2" + - - - eine Potenzreihe
mit dem positiven Radius v und besitzt F(x) die asymptotische Entwick-
lung

Fla) ~ag+ -2+ 24« - -,

in der |ag| < r ist, so besitzt auch die Funktion
D(x) = g(F(x))

(die wegen F(x) — ay fiir x — + 00 und wegen |ay| << v ersichtlich fiir
alle hinreichend grofen x definiert ist) eine asymptotische Entwicklung,

. L Lo 3 a,
und diese errechnet sich wieder genau so, als ob die Rethe 2, ;; konvergent

ware.

Beweis. Um die Entwicklungskoeffizienten von @(x) zu be-
rechnen, setzt man F(x) = ay + f, (f = f(#)), und erhilt — unte: der
alleinigen Voraussetzung, daB |q,| < 7 ist — zunichst

*) gF) =g+ =B+ Bbif+ -+ B+,
wo zur Abkiirzung

Fre™ (@) = Br, (k=0,1,2...),
gesetzt wurde. Die Reihe (*) konvergiert, sobald |f(x)| <7 — |a,|
ist, was fiir alle hinreichend groBen Werte von x wegen f(x) — o fiir
x — + 00 sicher der Fall ist, — mag 2 ;,'% konvergieren oder nicht.

Nach dem schon vollstindig bewiesenen Teil des Satzes 1 folgen nun aus

a a
f)~ g
sofort die Entwicklungen

aik alk
** (p~T+ S+ -
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fiir k = 1, 2, 3, . . .. Hierbei haben die Koeffizienten a wohlbestimmte,
nach der Regel iiber die Produktbildung zweier asymptotischer Ent-
wicklungen (also wie bei konvergenten Reihen) zu berechnende Werte.
Diese Entwicklungen (**) miissen nun in (*) eingesetzt und der ge-
wonnene Ausdruck formal (d. h. wieder so, als ob die Reihen (**) kon-
vergent wiren) nach Potenzen von % umgeordnet werden. Man erhilt
dann eine Entwicklung der Form

| A4, A,y
o x P Tt
fir die sich die Koeffizienten aus

Ay = By, A, = p,ay, Ay =pya,+ Byad, ...,
A, =pia, + B8+ -+« + B,a™, ...

. . A, .. . .
errechnen. Es bleibt zu zeigen, daB 2 —w die asymptotische Entwick-
lung von @ (x) ist, d. h. daB der Ausdruck

A A 4,
[0 — (40 + 22+ 524 -+ 2]
bei festem #» fiir x - 4 0O gegen o strebt.
Bezeichnet man nun mit &, = &, (x), & = &/(x), ... gewisse Funk-

tionen von #, die fiir x — 4 00 gegen o streben, so folgt aus (*) und
(**), daB

@ - & oL e
D) =fot+ B (L4 -+ D)+ B (B )
+ /2 Brsr + Bavef + -]

. . . . E, .
ist. Hiernach ist,da f»+! in der Form —=** geschrieben werden kann,

A") :%[51814‘&52’}‘ <+ +Pnen)

an

D) — (Ag+ 24 4

+£::_l[ﬂn+l+ﬂn+2f+ RSP

woraus die Behauptung abgelesen werden kann; denn der Ausdruck
in der letzten eckigen Klammer strebt fiir x > + o0 gegen f,,,, und
die endlich vielen ¢, (x) streben gegen o.

Wihlt man speziell g(z) *__ und ersetzt F(x) durch F(x) —ay,

= ay+ 2
so folgt aus diesem allgemeinen Ergebnis, wofern nur a, + o ist, daB
1 I ay 1 a — agay 1
F . T a2 r T T s 2
F(x) a, ag » a} x

ist. Man ,,darf* also durch eine asymptotische Entwicklung auch divi-
dieren wie durch eine konvergente Potenzreihe, wofern nur das kon-
stante Glied = o ist. Damit ist auch der Beweis von Satz 1 vervoll-
standigt.
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Fiir g(z) = ¢* erhidlt man — und zwar ohne jede Einschrinkung —

4 1 %
el"(—‘),\/ % LI + % + ia;-*:,i?_ + o e } .

22

Insbesondere gilt nach 299, 5

nA\" —— 1 1 139 1
! — PR A — “ e
n'N(e> }/27‘”[1 + 2n + 288 n? 51840 n8 + }

Auch eine gliedweise Integration und Differentiation ist unter
geeigneten Einschrinkungen statthaft. Hieriiber gilt der

Satz3. Ist F(x)~ay+—>+ %+ und ist F(x) stetig fiir
X = %, so gilt

v = [ (Fo—a = e~ S

Hat F(x) eine stetige Ableitung F'(x) und weif man, daf diese
tiberhaupt eine asymptotische Entwicklung besiizt, so ergibt
sich diese durch gliedweise Differentiation, d. h. es ist

Beweis. Da 2 (F(t) — @y — a—t‘—>—>a, strebt fiir {— 400, so
existiert jedenfalls das die Funktion ¥(x) definierende’Integral fiir
% = x,. Nun darf weiter

F(t) — Qg — S — s — u——“;t! = i(—t—)— ('ﬂ _Z_ I, fest),

gesetzt werden mit &(#) > o fiir ¢ > +0o. Hiernach ist

'{l(x)—f;__“_ O %-;__ﬁy___f;(t) il

tn+1

x

Bezeichnet nun &(») das Maximum von |£(f) | in x <t < 4 oo, so strebt

mit wachsendem x auch &(x) — 0; und da das letzte Integral < i(:%
ist, so strebt es auch noch nach Multiplikation mit %™ ebenfalls — o
fiir x > + 00,

Wenn nun die fiir ¥ = x, stetige Ableitung F’(x) eine asymptotische
Enwicklung

Fr(x)~b0+%}+_§!2_.+...
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besitzt, so ist
F(x) :fF’(t) i+ C, =f(bo + 1) at +f(F'(t) — b — M)t + €,

=byx + bylog x + Cz——f(F’(t) — by — 9;)4:.

Hierbei bedeuten C, und C, gewisse Konstanten. Nach dem schon
bewiesenen Teil des Satzes, und weil eine Funktion ihre asymptotische
Entwicklung eindeutig bestimmt, folgt hieraus, daB b, = b, = o und daB
fur n = 2 stets b, = —(n — 1)a,_, ist.

Die Entwicklung

F(x) =e~*sin () ~ 0+ — + o + -« -

zeigt, daB F’(x) keine asymptotische Entwicklung zu haben braucht,
selbst wenn F(x) eine solche besitzt.

Die Sitze 1—3 bilden die Grundlage fiir POINCAREs sehr fruchtbare
Anwendungen der asymptotischen Reihen zur Losung von Differential-
gleichungen!. Ein ausfiihrliches Eingehen auf diese Dinge verbietet der
Raum; wir miissen uns damit begniigen, im nichsten Paragraphen
ein Beispiel dieser Anwendungsart zu geben.

§ 66. Spezielle asymptotische Entwicklungen.

Die Einfilhrung asymptotischer Entwicklungen legt zwei Fragen
nahe: Erstlich die Frage, ob eine vorgelegte Funktion iiberhaupt eine
solche Entwicklung besitzt und wie sie gegebenenfalls gefunden wird
(Entwicklungsproblem); zweitens wie eine Funktion gefunden werden
kann, die eine vorgelegte asymptotische Entwicklung besitzt (Summie-
rungsproblem). Auf beide Fragen sind die Antworten, die nach dem gegen-
wirtigen Stande der Wissenschaft gegeben werden konnen, nicht sehr
vollstindig; denn obwohl sie recht zahlreich und teilweise von groBer
Allgemeinheit sind, stehen sie etwas vereinzelt da und entbehren des
methodischen Zusammenhangs. Dieser Paragraph wird daher weniger
eine befriedigende Losung der beiden Probleme als vielmehr eine An-
zahl typischer Beispiele solcher Lisungen bringen.

A. Beispiele zum Entwicklungsproblem.

1. Theoretisch wird die Frage der Entwicklung einer gegebenen 308.
Funktion vollstindig durch 301, 3 erledigt. Indessen werden die erforder-
lichen Grenzwertbestimmungen nur selten alle durchgefiihrt werden

1 Einen sehr klaren Bericht iiber den wichtigsten Inhalt der PoiNcAREschen
Arbeiten gibt E. BoreL in seinen , Legons sur les séries divergentes’ (s. 268).
Knopp, Unendliche Reihen. 5. Aufl, 36
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konnen. Auch versagt die Methode, wenn lim F(x) fir x - 4 co gar
nicht existiert oder nicht endlich ist, wenn also nur eine asymptotische
Entwicklung in dem allgemeineren Sinn von 301, 6 in Betracht kommt.
Erst wenn die dabei auftretenden Funktionen f(x) und g(x) bekannt
sind, kann nach 301, 3 verfahren werden.

2. Die EuLErsche Formel fithrte mehrfach zu asymptotischen Ent-
wicklungen. Doch handelt es sich hier weniger um die Entwicklungen
beliebig gegebener Funktionen als darum, daB bei giinstiger Wahl der
dortigen Funktion f(x) sich wertvolle Entwicklungen ergaben.

3. Wir hatten schon betont, daB die vielleicht wichtigste Anwen-
dung der asymptotischen Entwicklungen von POINCARE zur Auflgsung
von Differentialgleichungen gemacht wurde (s. S. 561, FuBnote 1).
Der einfache Grundgedanke ist dieser: Wenn y = F(x) der Differential-
gleichung #%* Ordnung

Dx,v,9,...,y™) =0

geniigt, in der @ eine rationale Funktion ihrer Argumente bedeutet,
und wenn man weifl, daB F(x) und seine » ersten Ableitungen je eine
asymptotische Entwicklung besitzen, so folgen die Entwicklungen der
Ableitungen ', ¥, ..., '™ nach 302, Satz 3 simtlich aus derjenigen
von y = F(x), die etwa

a a
y~a0+7l+‘x%+"

lauten moge. Setzt man diese Entwicklung gemifl 302, Satz 1 in die
Differentialgleichung ein, so mufl man die Entwicklung der Funktion o
erhalten, d.h. alle Koeffizienten miissen einzeln verschwinden. Aus
den so erhaltenen Gleichungen zusammen mit den Anfangsbedingungen
lassen sich in vielen Fillen die Entwicklungskoeffizienten von F(x) be
rechnen.

Es handle sich z. B. um die Funktion

fe o]

y = F(x) =e‘fft;‘-dt.

Sie ist fiir ¥ > o definiert, hat die Ableitung

e—t e—x 1
y’=F,(x) =8xf - dt——-e’—x— __=y___;

x

und geniigt also fiir ¥ > o der Differentialgleichung
I
¥y —y+=o.

Man kann nun direkt beweisen — worauf indessen nicht niher ein-
gegangen werden soll —, daB diese Gleichung nur eine Losung y hat,
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die fiir ¥ > x, = o existiert und die zusammen mit ihrer ersten Ab-
leitung eine asymptotische Entwicklung besitzt. Setzt man also

y~ao+—a;‘-+%+-~, so daB y’N—%—z—x?—-u,
so ergeben sich die Gleichungen
a,=o, a =1, ay=—ay,..., Gy =—na,, ...,
aus denen
4g=0, @ =1, QGy=—1I,:*+, G = (—1)n!,...
folgt. Daher ist
L T

4. Die im vorigen Beispiel behandelte Funktion kann noch auf
einem andern, hiufig gangbaren Wege asymptotisch entwickelt werden.
Setzt man ¢{ = # 4 x, so hat man

F(x)= / 2" du
utx
[\]
Nach der CaucHyschen Bemerkung (s. 300, 1) kénnen wir hier fiir alle
positiven x und »

1 1 m ul un un+l
e R e R At Gk I 2
(o< ?d <),

setzen. Folglich ist

F(x)gl_%.}.i_:__‘_..._*_(_l)n-"! (_I)n+1191("+ !

x xn+l Zn+2 0’
(o < ¥ < 1),
so daB wir die im vorangehenden Beispiel gewonnene Entwicklung er-
neut erhalten habenl.
5. Ist f(u) eine fiir w = o definierte und dort positive Funktion
und existieren die Integrale

fj(u)u"-ldu =(—1)""la,
0

o

-t
1 Die Funktion ¢~ *F(x) :fe td—t, die durch die Transformation e~* = v in
1

y
d .
*fl—o—év—v iibergeht, ist vom Vorzeichen abgesehen der sogenannte Infegrai-
0

logarithmus von y =: ¢~ %.
36*
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fiir jedes # = 1, so erhilt man ganz #hnlich in

F(xy~—>+
die asymptotische Entwicklung fiir die Funktion

F(x) fu’ f:)xdu,
0

"1 a,

a
' 3
xz_T..;sJ_..

und es folgt genauer, daB die Teilsummen der Reihe die Funktion F(x)
mit einem Fehler darstellen, der dasselbe Vorzeichen hat wie das erste
vernachlissigte Glied, aber absolut genommen kleiner ist als dieses.
Entwicklungen dieser Art sind besonders von TH. J. STIELTJES?! unter-
sucht worden. (Niheres s. u. in B, S. 567/68.)

6. Andere von den Hilfsmitteln der Funktionentheorie stirker Ge-
brauch machende Methoden gehen auf LLAPLACE zuriick, sind aber ncuer-
dings von E. W. BArRNES?, H. BURKHARDT3, O. PERRON4 und G. FABERS
ausgebaut worden. Wir konnen hierauf nicht niher eingehen, miissen
uns vielmehr mit den folgenden Angaben begniigen: BARNES gibt
die asymptotische Entwicklung vieler ganzer Funktionen, wie z.B.

Z”, (:+ 3 (#+0, —1, —2, ...), und dhnlicher Funktionen.
PERRON gibt auBer den Beispielen, die wir schon kennen, die asympto-
tische Entwicklung gewisser Integrale, die in der Theorie der KEPLER-

Bewegungen auftreten, wie

n(t—:alnt)o
= <
A(n) T ocost dt, (0<e=1, n ganz),

C(n) :f’;n(t—sint)idt_
Von unserm Standpunkt aus ist es bemerkenswert, daB in diesen Bei-
spielen die Entwicklung nicht nach ganzzahligen, sondern nach ge-
brochenen Potenzen von —;— fortschreitet. So hat die Entwicklung von
C (n) die Form
Clm) ~ =4 +-

8
nis

Cy

+ ll’+...

1 Stiertyes, TH. ]J.: Recherches sur les fractions continues. Ann.de la Fac.
des Sciences de Toulouse Bd. 8 und 9, 1894 und 189s.

2 Barnes, E. W.: The Asymptotic Expansions of Integral Functions defined
by Taylor’s Series. Phil. Trans. Roy. Soc., A, 206, S.249—297. 1906.

3 BurkHARDT, H.: Uber Funktionen groBSer Zahlen. Sitzgsber. Bayer. Akad.
‘Wiss. 1914, S. 1—I11.

¢ Prrrown, O.: Uber die naherungsweise Berechnung von Funktionen groBer’
Zahlen. Sitzgsber. Bayer. Akad. Wiss. 1917, S. 191—219.

5 FaBER, G.: Abschitzung von Funktionen groBer Zahlen. Sitzgsber. Bayer.
Akad. Wiss. 1922, S. 285—304.
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Dies legt eine weitere Ausdehnung der Definition 301 6 nahe, auf die
wir indessen nicht eingehen wollen.

Viele weitere Beispiele von asymptotischen Entwicklungen dieser
Art, besonders solche von trigonometrischen Integralen, die bei physi-
kalischen und astronomischen Untersuchungen auftreten, findet man
in dem Artikel von H. BURKHARDT: ,,Uber trigonometrische Reihen und
Integrale” in der Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften,
Bd. IT, 1, S. 815—1354.

7. Eine Entwicklung, die zuerst von L. FEJ£R?! angegeben und spiter
von O. PERRON? eingehender studiert wurde, ist von speziellerer Natur.
Es handelt sich bei ihr um eine asymptotische Darstellung der Koeffi-

—-_Xx

a
zienten der Potenzreihenentwicklung der Funktion e’ und all-

_a
gemeiner der Funktion e~ mit ¢ > 0 und « > 0. Man hat zunichst
die Potenzreihenentwicklung

X

e 3,’ R (T e SRR I

) 1

bei der die Koeffizienten ¢, die Werte

n

I/ — 1
Cp = \
P y — 1 ayl

v=]1

haben. Fir diese zeigte nun PERRON in einer spiteren Arbeit3, dal sie
eine asymptotische Entwicklung der Form
Vo e2Van
Jae™ ® a
e T (1 e R )
]1e Vn’ '” yul ¥n
besitzen4.

8. Endlich sei noch erwihnt, daBl die asymptotische Darstellung
gewisser Funktionen den Gegenstand vieler tiefgehender Untersuchungen
der analytischen Zahlentheorie bildet. Schon die Beispiele 301, 6 a, b
! FEjBR, L., in eincr ungarisch geschriebenen Arbeit des Jahres 1909.

3 PerroN, O.: Uber das infinitare Verhaiten der Koeffizienten einer gewissen
Potenzreihe. Arch. d. Math. u. Phys. (3), Bd. 22, S. 320—340. 1914.

3 PERRON, O.: Uber das Verhalten einer ausgearteten hypergeometrischen Reihe
bei unbegrenztem Wachstum eines Parameters. J. reine u. angew. Math. Bd. 1571,
S. 63—78. 1921.

4 Ein elementarer Beweis der sehr viel weniger aussagenden asymptotischen
Beziehung

log ey ~2Yan
wurde vom Verfasser und I. ScCHUR gegeben: Elementarer Beweis einiger asympto-

tischer Formeln der additiven Zahlentheorie. Math. Zeitschr. Bd. 24, S. 559—574.
1925.



566 XIV. Kapitel. Die Eulersche Summenformel. Asymptotische Entwicklungen,

und d gehoren hierher, da die entwickelten Funktionen zunichst nur
fur ganzzahlige Werte der Verdnderlichen einen Sinn haben, es sich
also um zahlentheoretische Funktionen handelt. Nur um die Natur
derartiger Entwicklungen anzugeben, seien hier ohne Beweis noch einige
Beispiele dafiir angefiihrt:
a) Wenn v (n) die Anzahl der Teiler von n bedeutet, ist
t_(l,),j:.tr_(_%_) j-w it(f) ~ logn + (2 C — I) + .,

wobei C die EuLErsche Konstante bedeutet!l. Beziiglich des nichsten
Gliedes? ist im wesentlichen nur bekannt, daB es von kleinerer Ordnung

ist als n_%, aber von nicht kleinerer als n_%.
b) Wenn o (n) die Summe der Teiler von n bedeutet, ist
o(1) +0(2) - -- +a(n)
n
c) Wenn ¢@(n) die Anzahl der unterhalb n gelegenen und zu n teiler-
fremden natiirlichen Zahlen bedeutet, ist
PO+ 9@) + -+ o)

n

d) Wenn n(n) die Anzahl der Primzahlen < n bedeutet, ist

n?
N.E”_{_...

3
~;2‘n+...

n
wl) ~ g+

In all diesen und vielen dhnlichen Fillen ist nicht einmal bekannt,
ob iiberhaupt eine asymptotische Entwicklung existiert. Daher bedeuten
die hingeschriebenen Beziehungen lediglich, daB die Differenz zwischen
der rechten und der linken Seite beziiglich #» von kleinerer GroB8enord-
nung ist als das letzte rechter Hand hingeschriebene Glied.

e) Wenn p(n) die Amnzahl der verschiedenen Zerfillungen vom n
in eine Summe von (gleichen oder ungleichen) natiirlichen Zahlen be-
deutet?, so ist -
pim) ~—— T

473
In diesem besonders schwierigen Falle gelang es G. H. HARDY und
S. RamaNUJaN® durch sehr tief liegende Untersuchungen die Ent-

wicklung bis zu einem Gliede der GroBenordnung = fortzusetzen.
e

! LEJEUNE-DIRICHLET, P. G.: Uber die Bestimmung der mittleren Werte in
der Zahlentheorie. Werke Bd. 2, S. 49—66. 1849.

2 Harpy, G. H.: On Dirichlet’s Divisor Problem. Proc. Lond. Math. Soc.
(2), 15, S. 1—15. 1915.

3 Es ist z. B. p(4) = 5, da 4 die fiinf Zerfallungen 4, 3+ 1, 2 + 2,24+ 141
und 1 + 1 4 1 4 1 zulaBt.

4 Harpy, G. H. und S. RaMaNuJaN: Asymptotic Formulae in Combinatory
Analysis. Proc. Lond. Math. Soc. (2), Bd. 17, S. 75—r115. 1917. Vgl hierzu:
RADEMACHER, H.: A convergent series for the partition function. Proc. nat. Acad.
Sci. USA, Bd. 23, S. 78—84. 1937.
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B. Beispiele fiir das Summierungsproblem.

Hier handelt es sich um die umgekehrte Frage, nimlich eine Funk-
tion F(x) zu finden, deren asymptotische Entwicklung

4 ag
a+E+ 3+

als bestindig divergente Potenzreihe gegeben ist!. Die Antworten auf
diese Frage sind noch vereinzelter und weniger allgemein als die des
vorigen Abschnitts.

Hat man eine Funktion F(x) der verlangten Art gefunden, so kann
sie mit gewissem Rechte im Sinn von § 59 als ,,Summe’‘ der divergenten

. a . . .
Reihe 2, 3—: angesehen werden, da sie zu den Teilsummen der Reihe

mit wachsendem Index in immer engere Beziehung tritt. Doch ist dies
nur in eingeschrinktem MaBe richtig, da ja die Funktion gar nicht
eindeutig durch die Reihe definiert wird. Inwieweit also F(x) wirklich
den Charakter einer ,,Summe’‘ der divergenten Reihe hat, kann in jedem
Einzelfall nur a posterior: festgestellt werden.

1. Den wichtigsten Fortschritt verdankt unser Problem den Unter-
suchungen von STIELTJES2. Wir sahen in A, 5, daB unter gewissen
Voraussetzungen eine Funktion F(x), die in der Form

(o]

Fio) = |1 f:)udu
0

vorgelegt ist, eine asymptotische Entwicklung Z g% besitzt, in der

* (—1)"—la, =6]'/(u) w-ldu, m=1,2,3,...),

ist. Wird umgekehrt eine Entwicklung 2 ;% mit ganz willkiirlichen

Koeffizienten a, vorgelegt und 148t sich eine positive in # > o definierte
Funktion f(x) angeben, fiir die das Integral in (*) firn =1, 2, 3, . ..

der Reihe nach die gegebenen Werte 4,, —a,, 43, . . . hat, so wird die
Funktion
I )

0

nach A, 5 eine Losung des vorgelegten Summierungsproblems sein. Das
sich hier einstellende neue Problem, bei gegebenen &, eine Funktion f (%)

1 Falls die Potenzreihe konvergiert, ist die gesuchte Funktion durch die Reihe
selbst definiert.

2L.c. (S. 555, FuBn. 1 und S. 564, FuBn. 1) sowie in seiner Arbeit: Sur la
réduction en fraction continue d’une série procédant suivant les puissances descen-
dantes d’une variable. Annales de la IFac. Scienc. Toulouse Bd. 3, H. 1—17. 1889.

304.
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zu finden, die die Gleichungen (*) erfiillt, wird jetzt das S7iELTsESSChe
Momentenproblem genannt. STIELTJES gibt unter sehr allgemeinen
Voraussetzungen die notwendige und hinreichende Bedingung fiir
seine Losbarkeit und insbesondere fiir die Existenz genau einer
Losung. Wenn f(#) und folglich F(x) durch das Momentenproblem

eindeutig bestimmt ist — in diesem Fall wird die Reihe ' °* kurz

eine STiELTJESsche Rethe genannt —, ist man schon eher berechtigt,
diese Funktion F(x) als Summe, etwa als S-Swumme, der divergenten

. Qq
Reihe 2 o anzusehen.

Der Raum verbietet uns, niher auf diese sehr ausgedehnten Unter-
suchungen einzugehen. Einen alles Wesentliche enthaltenden Bericht
dariiber gibt E. BoREL in seinen schon mehrfach erwiahnten ,,Legons
sur les séries divergentes’. Als Beispiel sei etwa die Reihe

(1) L

vorgelegt. Das Momentenproblem lautet hier
{f(u)u"—lduz(n—l)f, n=1, 2, ...).

Es hat ersichtlich die Losung f(#) = ¢~*. Da man in diesem Falle un-
schwer beweisen kann, daB dies die einzige Losung ist, so haben wir in
e—u
F(x) = f—;_—;—; du
0
nicht nur eine Funktion F(x) ermittelt, die die gegebene Reihe zur
asymptotischen Entwicklung besitzt, sondern wir kénnen auch F(x)
im Sinne des § 59 als S-Summe der bestindig divergenten Potenzreihe (1)
betrachten?.

2. Die Theorie der Differentialgleichungen kann beim Summierungs-
problem ebenso gute Dienste leisten wie beim Entwicklungsproblem
(s- A, 3); denn man kann hiufig eine Differentialgleichung angeben,
die formal durch die vorgelegte Reihe befriedigt wird, und unter ihren
Losungen kann dann eine solche vorkommen, deren asymptotische

! So erhilt man fir 2 = 1 den Wert
o

s=|e-¥ dr“——o 6'
= T T 596347 -
0

2
als S-Summe der divergenten Reihe J’ (—1)"n! Diese Reihe wurde schon
n=0

von EULER (der auch den gleichen Summenwert erhielt), LACROIX und LAGUERRE
untersucht. Des letzteren Arbeiten bildeten den Ausgangspunkt der STIELT)ESschen
Untersuchungen.
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Entwicklung durch die gegebene Reihe gclicfert wird. Im allgemeinen
aber licgen die Dinge nicht so und auch nicht wie in A, 3; sondern
die Differentialgleichung ist das urspriingliche Problem, und nur
wenn diese formal (wie in A, 3 ausgefiihrt) durch eine asymptotische
Reihe befriedigt werden kann und wenn diese direkt summiert werden
kann, ist zu hoffen, daB auf diese Weise eine Losung der Differential-
gleichung gewonnen wird. Andernfalls mufl man versuchen, die Eigen-
schaften der Losung aus der asymptotischen Entwicklung abzulesen.
Die Untersuchungen PoINcaREs?!, die spiter von A.KNESER und
J. HorN % weitergefithrt wurden, beschiftigen sich mit diesem Problem,
das im iibrigen nicht mehr im Rahmen dieses Buches liegt.

3. Bei dem StieELTJESschen Verfahren wurden die Koeffizienten

. a . .
a, aus der vorgelegten Reihe 2, —» sozusagen ausgemerzt, indem die
a, durch

oo

!(—I)"‘I/(u) w-1du
und folglich die Reihe durch das Integral

2
[ro(E—4+8— 4. ) au
0

ersetzt wurde, in dem nunmehr die sehr einfache geometrische Reihe
— allerdings mit dem Faktor f(u#) behaftet — auftritt. Zur Bestimmung
von f(u) ist nun freilich die Lésung des Momentenproblems erforderlich,
die im allgemeinen nicht leicht ist. Indessen kann man dies Verfahren
dadurch elastischer machen, daB man

N Gn a,\ 1
F=2a(@)s
setzt und hierin die Faktoren ¢, so wihlt, daB einerseits das

Momentenproblem
f(u) urdu

C, =

Ot—3

gelost werden kann und daB andrerseits die Potenzreihe
a, [ u\n
2=(F)
eine bekannte Funktion darstellt. So erhilt man z.B. Verbindung

mit dem BoRELschen Summierungsverfahren, wenn man ¢, = »n! und
folglich f(u#) = e—* setzt. Wenn dann

2aG) =256 =2()

1 Porncarg: l.c. S. 555, FuBnote 2.
2 Einen ausfithrlichen Bericht hieriiber gibt J. Horn: Gewshnliche Differential-
gleichungen, 2. Aufl. Leipzig 1927.



570 XIV. Kapitel. Die Eulersche Summenformel. Asymptotische Entwicklungen.

als eine bekannte Funktion angesehen werden kann, so ist

(=]

F(x) :fr- @ (—‘;-)du
0

eine Losung des vorgelegten Summierungsproblems!. Wir kénnen hier
nicht genauer auf die Voraussetzungen eingehen, unter denen diese
Methode zum Ziel fithrt. Wir schlieBen mit einigen Beispielen fiir ihre
Durchfithrung, bei denen allerdings, da wir keine allgemeinen Sitze
hergeleitet haben, die Frage unerledigt bleiben muB, ob die gewonnene
Funktion nun wirklich durch die gegebene Reihe asymptotisch dar-
gestellt wird; doch ist dies a posteriori leicht zu verifizieren.
a) Fir die Reihe

1! 2! 3!
._‘+._...,

B 7
die wir schon in 1 betrachtet haben, ist

a,=(—1)"1(n—1)!, also d5(%) = log (I + 7‘:_)
und folglich

F(x) = Te—“log (1 + i;} du.

0

! Die Verbindung mit dem BoRELschen Summierungsverfahren kann folgender-
maBen hergestellt werden: Die Funktion

o
xﬂ
y=g—-t E S$q —
’In!’

n=0

die in § 59, 7 zur Definition des B-Verfahrens eingefiihrt wurde, hat die Ab-

leitung
oo
’ x"
y =e—* 2, an+l7‘_!'
n=
fee]
Setzt man also wie oben E % tn = d(¢), so ist ¥ = e~*PD’(x) und also
n=0

x
y=a,+ [e-td(t)adr.
0
Wenn daher die B-Summe von X a, existiert, so wird sie durch
@
s=ay+ fe-t () dt,
0

geliefert, — ein Ausdruck, der unter passenden Annahmen durch partielle In-
o

tegration in das Integral [ ¢~ *®(f)d¢ iibergefithrt werden kann. Das entspricht
0

aber genau dem oben fiir F(1) hergeleiteten Werte.
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Durch partielle Integration stellt man leicht fest, daB diese Funktion
mit der in 1 angetroffenen identisch ist.

b) Wenn die asymptotische Reihe

I__L+.}.i_+...+(_1)n 1-3-5...(27n — 1) NI

2-x 22.22 2n. 3"

u

vorgelegt ist, hat man (D(%) = (I + 7)—* und folglich

F(x)zﬁf et du:zew’}fe—t'dt.
Yu+4 x
0 y’;

Dies liefert noch die asymptotische Entwicklung

1

G (2) =:]2e—"dt= % e“z‘(T — 2_113 4. )

z
fiir das sog. Gausssche Fehlerintegral, das in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung von besonderer Bedeutung ist.
c¢) Ist die etwas allgemeinere Reihe

1 *a-—:——l—cx(a—{—l);—,———}— coe (1) (o 1) - -(oc+n——1)::—,_ 4+ -

—

u\

mit o« > 0 vorgelegt, so hat man @ (x) = (1 + —Z—)—a und folglich

o o b
* — ——2

g et ,__L x — %
F(x) =« J(u—{—x)“d"" S xe fe ¢ dt.
0 a

d) Fiir die Reihe
1 ! !
TosrE— 4

hat man QD(—:—) = arctg (-1:—) und folglich

F(x) =fe—" arctg (%) du = xf;z%__%z du.
0 0

Betrachtet man diese Funktion als die S-Summe der gegebenen diver-
genten Reihe, so erhilt man z. B. den Wert

0

s =f " du = 0,6214...
0

I -+ u?

als Summe der Reihe
I—2l4+4'—6l4+ —--
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Aufgaben zum XIV. Kapitel.
217. Wenn symbolisch

2 C, Cs , Co . _ . Cx
‘,+l——1+'i—l*+;3+ +-”—!*+ =e
gesetzt wird, hat man zunichst
c =(I + 213)"'”' _ (2 B)n+1= _ »2 (2n+l —_ 1) an_l
" w41 w41
und
(C+1nN"+Cr=o0 fir n>1
und folglich
1 1 1
Co=1, Cy=— — =0, Cyp = —, C, = o0, Cg= ——, ...
° 1 palt C,=o0 =7 4 =0 5 2

Mit Benutzung dieser Zahlen hat man (wieder symbolisch)
1P 224 30— e (— 1)t = — (- 1" (C + 1 4w — CP)

218. Man verallgemeinere das Ergebnis in Aufg. 217 und leite eine Formel
fur die Summe

(1) — #2) + £(3) — 4+ (=1)* =1 f(n)
her, in der f(x) ein Polynom bedeutet.

219, Nach dem Muster von 296 und 298 leite man eine ,,Summenformel‘
her fir

/o—fl+/3— ++(—I)”fn

220. a) Nach dem Muster von 299, 3 leite man durch Anwendung der

x
EvuLerschen Summenformel die Potenzreihenentwicklyng fiir P her.

‘ nzx

b) In der EuLErschen Summenformel setze man
fx) =xlogx, allogx, 2%logx, «x(logx)?, ...

und untersuche die dadurch gewonnenen Beziehungen (vgl. hierzu Aufg. 224).

221. Die EuLERsche Summenformel 298 kann natiirlich ebenso gut zur numeri-
schen Auswertung von bestimmten Integralen ausgeniitzt werden wie fiir diejenige
von Reihen. Man zeige so, dafl (vgl. hierzu Aufg. 223)

4
et
- ——dl = e
) 1+12d 0,020
v
ist.
222. a) Die S L. L s
. a) Die Summe 1 4 . -+ 3 SRR - ist
= 7,485470... fir n = 1000
= 14,392726... fiir 1 = 1000000.

Man beweise dies 1. unter Benutzung des Wertes von C, 2. ohne die Kenntnis
desselben vorauszusctzen.



304. Aufgaben zum XIV. Kapitel. 573

b) Man zeige, daB !

fir n = 105 den Wert 104%6573.2 8242 ..,

fiir #n == 108 den Wert 105%85708.8 5639, .,
hat.

c) Man zeige, daB I'(x + 3})
fir ¥ = 10® den Wert 10%%6.12723. .,

fir ¥ == 10® den Wert 105%5%5.8 5639 ...
hat.

d), Ohne die Kenntnis von zn? vorauszusetzen, soll die Summe

! 3
02_*_ +"'+;i fir 7 = 10

n2
ausgewertet und deren Grenzwert fiir » - --00 berechnet werden. (Man erhilt
0,10416683 ... bzw. 0,10516633 . . .).
e) Unter Benutzung von d) zeige man, daB
pe
T 1,64493406 ...

f) Man zeige, daB

[ee]
1
E o R 1,20205690 ...

n=1
und daB
E — =2, 612 37 .
n=1 ‘”
ist.

g) Man beweise, daB I + —+ —+---+ —= ’_ fitlr » = 10® den Wert

fY’s

1998,54014 ...
hat.

223. Nach dem Muster von § 66, B, 3d bestilnme man fiir festes p =1, 2, ...
die S-Summen der folgenden Reihen:
[

a) X (=) (pm)!, ) Z 0 et 0L
n=0

ﬂ-"—‘

9 Brentr—nn @ 3 (e

n=0

(Vgl. hierzu Aufg. 221.)

224. Man beweise die folgende von GLAISHER herrithrende Beziehung
LS S
11.23.33.."_,,»%14,”2 2 1z, 4

in der A die Konstante

2ﬁn‘l’ exp[i(—LC—}-—l—s,——l—s,—{- _...)]_—_-1,282 4271...
3 4 3 4
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bedeutet, bei der wiederum C die EurLkErsche Konstante und s, die Summe
(o]

;)_Z(T”_i:;)_. sein soll. (Vgl. hierzu Aufg. 220, b.)

225. Fiir die Funktion

i n
F(,t) = (x—_-*_l—)”—
n=0
soll die asymptotische Entwicklung
@
Gn_t X
Fex) ~ 17=2x+4x’ 8x‘+
n=

2" —1
B, hat.

hergeleitet und gezeigt werden, daB in ihr a, filr » = 2 den Wert -
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